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NOTATIONS    ADOPTÉES 


Les  anit^  adoptées  sont  le  kilogramme  et  le  millimètre^  sanf  ponr  le  trayail 
mécaniqae,  qui  est  toujours  ëralué  en  kilogrammètres. 

F  repr^nte  une  force  quelconque. 

T  représente  une  force  de  traction. 

T'  représente  une  force  de  compression. 

Q  représente  une  force  de  cisaillement. 

M  représente  un  moment  de  flexion. 

M'  représente  un  moment  de  torsion. 

X  représente  un  allongement  mesuré  par  unité  de  longueur,  c'est-à-dire  par  mil- 
limètre courant. 

X'  représente  un  raccourcissement  mesuré  par  unité  de  longueur,  c'est-à-dire  par 
millimètre  courant. 

f  représente  un  glissement  mesuré  par  unité  de  longueur,  c'est-à-dire  par  mil- 
limètre coarant. 

R  représente  la  charge  à  la  traction  par  millimètre  carré  qu'éprouve  un  corps 
au  point  et  dans  la  direction  qu'on  considère. 

R'  représente  la  charge  à  la  compression  par  millimètre  carré  qu'éprouve  un 
corps  au  point  et  dans  la  direction  qu'on  considère. 

R"  représente  la  charge  au  cisaillement  par  millimètre  carré  qu'éprouve  un  corps 
au  point  et  dans  la  direction  qu'on  considère. 

R"*  représente  la  charge  à  la  torsion  par  millimètre  carré  qu'éprouve  un  corps 
au  point  et  dans  la  direction  qu'on  considère. 

E  représente  le  coefficient  d'élasticité  relatif  à  la  traction. 

E'  représente  le  coefficient  d'élasticité  relatif  à  la  compression. 

G  représente  le  coefficient  d'élasticité  relatif  au  glissement. 

Q'  représente  le  coefficient  d'élasticité  relatif  à  la  torsion. 

I  représente  le  moment  d'inertie  d'une  section  plane,  par  rapport  à  une  droite 
sitnée  dans  son  plan  et  passant  par  son  centre  de  gravité. 
•^J  J  représente  le  moment  d'inertie  polaire  d'une  section  plane,  par  rapport  à  son 

^      centre  de  gravité. 
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NOTIONS  PRÉLIMINAIRES 


(1) 


^  1 .  —  Déformations  éprouvées  par  les  corps  solides  sous 

Faction  des  forces  qui  leur  sont  appliquées. 


Dans  la  mécanique  rationnelle,  on  considère  les  corps  comme  étant 
absolumenl  invariables  de  forme,  quels  que  soient  les  efforts  qu'ils  aient 
à  supporter  ;  c'est  cette  hypothèse  qui  permet  de  transporter  le  point 
d'application  d'une  force  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  et  qui 
sert  de  base  aux  transformations  si  nombreuses  qu'on  peut  faire  subir  à 
un  ensemble  de  forces  pour  le  remplacer  par  tel  ou  tel  autre  système 
équivalent. 

Les  faits  qui  se  passent  sous  nos  yeux  nous  montrent  que  l'hypothèse 
de  solides  doués  d'une  rigidité  absolue  n'est  pas  conforme  à  la  réalité  : 
sous  l'action  des  forces  les  plus  faibles,  les  corps  se  déforment  pour 
reprendre  ensuite  d'une  manière  à  peu  près  parfaite  leurs  dimensions 
primitives  quand  les  efiforts  viennent  à  cesser,  à  condition  toutefois  que 
ceux-ci  n'aient  pas  dépassé  certaines  valeurs  qu'indique  l'expérience  ; 
c'est  cette  propriété  à  laquelle  on  donne  le  nom  (ïélasticité.  Au-delà  de 
ces  limites,  on  constate  d'abord  des  changements  permanents  de  forme, 
puis  une  séparation  en  un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  parties. 


§  2.  -  Objet  de  la  Résistance  des  matériaux. 

Étant  donnés  une  construction  ou  un  assemblage  plus  ou  moins  com- 
plexe soumis  à  l'action  de  forces  connues,  on  se  propose,  dans  l'élude  de 
la  Résistance  d^s  matériaux,  de  s'assurer  par  le  calcul,  non  seulement 
que  la  rupture  n'est  pas  à  craindre  immédiatement,  mais  encore  qu'il  ne 

(1)  La  première  partie  de  ce  Traité  est  la  reproduction,  sauf  quelques  changements  et  additions, 
d'an  voluma  poblié,  en  1881,  à  la  Librairie  Gauthier-Villars. 
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se  produil  pas  de  changemenls  de  structure  susceptibles  de  l'ameuer 
ultérieurement.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  les  équations  auxquelles  on  se 
trouve  ainsi  cunduit  doivent  également  permettre  soit  de  calculer  la 
limite  mazimuiii  dits  forces  compatibles  sans  danger  avec  des  dimensions 
données,  soit  au  contraire  de  déterminer  les  valeurs  au-dessous  des- 
quelles celles-ci  ne  doivent  pas  descendre,  soit  enfin  d'étudier  quel  est 
le  dispositif  le  plus  avantageux  pour  la  construction  que  l'on  projette  et 
pour  l'agcncenu'iil  de  ses  diverses  parties.  De  quelque  manière  que  se 
pose  le  problén»',  il  est  souvent  utile  de  calculer  les  déformations 
qu'éprouvera  celle  dernière  une  fois  exécutée,  afin  de  reconnaître  si, 
malgré  ses  cliaiigemenls  de  forme,  eUe  remplira  toujours  le  but  qu'on  a 
en  vue.  11  arrive  fréquemment  aussi  que  celte  détermination  est  absolu- 
ment nécessaire:  nous  verrons  en  effet  plus  tard  que,  dans  un  certain 
nombre  de  cas,  la  production  des  déformations  modifie  d'une  manière 
notable  soil  les  bras  de  levier,  soit  le  mode  d'action,  soil  les  valeurs  des 
forces  extérieures  en  jeu,  et  qu'elle  est  même  parfois  la  cause  détermi- 
nante de  [l'exisLence  de  quelques-unes  d'entre  eUes,  consistant  par 
exemple  en  réactions  de  points  d'appui  ou  d'encastrement;  il  est  alors 
évidemment  indispensable  de  tenir  compte  des  changements  de  forme 
dans  la  mise  en  équation  des  problèmes. 


g  3.  —  Transformations  de  forces  permises  dans  la 
Résistance  des  matériaux. 

11  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  le  remplacement  d'un  système 
de  forces  par  uji  autre,  qui  lui  est  équivalent  au  point  de  vue  abstrait  de 
la  Mécanique  raliannetle,  ne  saurait  être  admis  pour  les  corps  essentiel- 
lement déformables  dontnous  étudierons  la  résistance. Toutcequ'itnous 
sera  permis  de  faire,  ce  sera  de  composer  ou  de  décomposer  les  forces 
autour  de  leur  point  d'application,  qui  ne  devra  jamais  être  changé,  et 
encore  devons-nous  faire  à  ce  sujet  la  remarque  suivante;  il  n'existe  pas 
en  réahlé  de  forces  concentrées  en  un  point  matériel  sans  dimensions; 
quelle  que  soit  la  cause  qui  leur  donne  naissance  (action  de  deux  corps 
!i  disliiijci'  ou  par  contact  l'un  avec  l'autre),  celies-ci  se  répartissent 
toujours  sur  une  suiface  plus  ou  moins  grande;  seulement  l'expérience 
prouve  que,  quand  l'étendue  de  ce  lieu  d'application  est  très  faible,  on 
peut  y  opérer  toutes  les  transformations  admises  en  statique,  sans  que 
les  déforiiiatiuns  produites  subissent  de  changements  sauf  dans  une 
rûffiun  exlrèni''(n  iiit  restreinte  qui  l'avoisine.  Si  donc,  comme  nous  l'ad- 
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mettrons  toujours,  cette  petite  portion  du  corps  n*est  jamais  exposée  à 
un  effort  local  assez  considérable  pour  amener  sa  désorganisation,  les 
compositions  et  les  décompositions  dont  nous  venons  de  parler  pourront 
être  légitimement  admises. 


§  4.  —  Forces  moléculaires  ou  élastiques.  Théorie  mathé- 
matique de  l'élasticité. 

Quand  on  veut  déterminer  par  le  calcul  les  effets  produits  par  Faction 
de  forces  appliquées  à  des  corps  solides,  on  est  tout  d'abord  amené  à 
se  demander  comment  sont  constitués  ces  derniers.  Ce  que  nous  savons 
à  leur  sujet  nous  conduit  à  les  considérer  comme  formés  de  molécules  (') 
qui  sont  séparées  par  des  espaces  imperceptibles,  et  entre  lesquelles  se 
développent  des  forces  soit  attractives,  soit  répulsives  suivant  que  les 
efforts  exercés  augmentent  ou  diminuent  leurs  distances.  Ces  forces 
deviennent  nulles  dès  que  l'écartement  atteint  une  valeur  appréciable  ; 
elles  tendent  au  contraire  à  devenir  infinies  quand  on  essaie  de  réduire 
celui-ci  à  zéro,  et  c'est  là,  à  vrai  dire,  ce  qu'on  doit  entendre  par  l'im- 
pénétrabilité de  la  matière.  Un  grand  nombre  de  géomètres  ont  admis 
que  les  actions  qui  s'exercent  entre  deux  molécules  se  réduisent  à  une 
force  unique  qui  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint  et  dont  l'in- 
tensité est  une  fonction  continue  de  la  seule  distance  de  ces  molécules  ; 
mais,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer  Lamé,  les  phénomèn^es  de  la  cristalli- 
sation semblent  contredire  cette  hypothèse  au  moins  pour  les  corps 
cristallisés;  car,  pour  expliquer  Torientalion  parfaitement  définie  que 
prennent  dans  ces  circonstances  les  molécules  les  unes  par  rapport  aux 
autres,  il  paraît  nécessaire  de  faire  intervenir  à  la  fois  une  force  et  un 
couple.  En  outre  ce  que  nous  savons  en  fait  de  théorie  mécanique  de 
la  chaleur  nous  porte  à  croire  que  les  petites  particules  des  corps  sont 
animées  de  vibrations  extrêmement  rapides  dont  la  force  vive  constitue 
ce  qu'on  appelle  le  calorique,  vibrations  auxquelles  doit  d'ailleurs  parti- 
ciper Véther  interposé  et  qui  sont,  à  coup  sûr,  de  nature  à  rendre  plus 
complexe  la  loi  des  actions  mutuelles  dont  il  est  ici  question.  Quoiqu'il 
en  soit  et  quelle  que  puisse  être  la  complication  de  ces  phénomènes,  on 
ne  peut  guère  se  refuser  à  admettre,  au  moins  à  titre  de  fait  expéri- 
mental, que  les  forces  moléculaires  auxquelles  donne  lieu  la  variation 
positive  ou  négative  d'écartement  soient  proportionnelles  à  cette  dernière 

(1)  Les  molécuUs  intégnntes  des  corps  sont  elles- mômes  foraiéos  par  la  réunion  d*at6me8 
ptrapés  entre  eox  d'nne  façon  qui  ne  nous  est  pas  connue. 
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tant  qne  .les  dêformnlions  sont  suffisamment  petites.  C'est  cette  loi 
de  proportionnalité  qui  sert  de  base  à  l'ensemble  des  recherches  mathé- 
matiques qui  sont  connues  sous  le  nom  de  théorie  mathématique  de 
réltuticité  et  dans  lesquelles  on  se  propose  le  but  suivant:  étant  donne 
un  corps  solide  soumis  â  laflion  de  forces  exlérieupes  quelconques  et 
étant  connus  les  coeflîcients  qui  sont  nécessaires  pour  définir  les  pro- 
priétés élasliqui's  de  la  matière  considérée,  trouver,  par  le  secours  seul 
de  l'analyse,  les  déformHliniis  éprouvées  par  n'importe  quelle  portion 
du  corps  dans  les  liiniles  oti  la  loi  de  proporlionnalilé  peut  être  admise. 
Si  cette  question  était  entièrement  rt-solue.  la  science  de  la  Résistance 
des  matériaux  serait  détinilivemenl  fondée,  La  naissance  de  celte  branche 
importante  de  la  physique  mathématique  est  due  aux  travaux  deNavier, 
Cauchy,  Poisson,  Clape\Ton  et  Lamé;  malheureusement  ces  géomètres 
et  ceux  qai,  à  leur  suite,  ont  abordé  ces  études  délicates  se  sont  tous 
heurtés  à  des  difficultés  souvent  insurmontables  d'intégration,  et  ils  ne 
sont  parvenusà  traiter  complètement  qu'un  petitnombre  de  cas  simples. 
Le  problème  inverse,  consistant  à  trouver  les  forces  quand  on  connaît 
les  déformations  en  chaque  point,  se  présente  sous  une  forme  beaucoup 
plus  simple  parce  qu'il  ne  donne  lieu  qu'à  des  diflférentialions,  mais  il 
ne  constitue  évidemment  qu'un  mode  de  vérification  o  posteriori  de  la 
question  qui  nous  occupe,  et  il  ne  peut  servir  à  en  trouver  la  solution. 
Par  l'emploi  d'une  méthode  mixie  consistant  â  se  donner  arbitrairement 
une  partie  des  forces  et  une  partie  des  déformations  compatibles  lesunes 
avec  les  autres,  de  Saint-Venant  est  arrivé  à  des  résultats  remarquables 
dans  l'étude  de  la  traction,  de  la  flexion  et  de  la  torsion,  et  il  a  ainsi 
entièrement  élucidé  un  certain  nombre  de  cas  jusqu'alors  non  résolus  ; 
mais,  quelque  ingénieuse  que  soit  cette  manière  de  poser  la  question, 
il  est  bien  clair  qu'elle  doit  se  montrer  impuissante  dans  une  foule  de 
circonstances,  et,  tant  que  l'analyse  matiiéraatique  n'aura  pas  triomphé 
d'obstacles  qui  semblent  d'ailleurs  absolument  infranchissables,  on  se 
trouvera  arrêté  dans  la  voie  qui  mènerait  à  une  solution  exacte  des 
divers  problèmes  de  la  Uésistance  des  malériaux.  Si  on  la  possédait 
d'ailleurs,  cette  solution,  il  est  vraisemblable  que  souvent  on  n'en  serait 
pas  plus  avancé  au  point  de  vue  des  applications  :  les  formules  rigoureuses 
présenteraient  en  effet  bien  certainement  une  si  énorme  complication  qu'il 
faudrait,  pour  s'en  servir,  les  simplifier  en  négligeant  les  termes  les 
moins  influents  et,  dans  plus  d'une  circonstance,  on  arriverait  ainsi, 
tout  juste,  à  ce  qu'on  possède  maintenant.  Ce  qu'on  ne  doit  jamais 
perdre  de  vue  en  mécanique  physique  et  jusqu'en  astronomie,  c'est 
qu'il  faut  et  faudra  toujours  se  contenter  d'approximations:  le  tout  est 
il  V'ire  certain  que  celles-ci  sont  suffisantes  pour  le  but  qu'on  se  propose. 
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§  5.  —  Méthode  suivie  dans  ce  Traité. 


En  raison  des  difficultés  que  nous  venons  d'indiquer,  le  constructeur, 
qui  poursuit  avant  tout  un  but  pratique,  se  voit  contraint,  faute  de  mieux, 
à  avoir  recours  à  des  solutions  empiriques.  L'objet  quMl  a  en  vue  n'est 
pas  d'ailleurs,  il  faut  bien  le  remarquer,  de  reconnaître  quelles  vérités 
mathématiques  il  doit  croire  au  sujet  de  la  façon  dont  se  comporte  la 
matière  dans  telles  ou  telles  circonstances,  mais  simplement  de  savoir 
ce  qu*il  doit  faire.  Ce  qu'il  lui  faut,  ce  sont  des  méthodes  sûres  et  ra- 
pides pour  déterminer  les  dimensions  des  ouvrages  qu'il  projette,  et  il 
n'hésitera  pas  au  besoin  à  sacrifier  la  rigueur  absolue  des  vérités  scien- 
tifiques s'il  peut,  par  une  voie  empirique  plus  commode,  serrer  la  réalité 
d'assez  près  pour  que  les  erreurs  commises  soient  négligeables  dans  la 
pratique.  Telle  est  la  marche  que  nous  suivrons  dans  ce  Traité  :  nous 
nous  appuierons  sur  un  certain  nombre  de  faits  dus  à  l'expérience,  et 
nous  tâcherons,  en  partant  de  là,  d'arriver  à  des  lois  et  à  des  procédés 
généraux  capables  de  fournir  à  l'ingénieur  le  moyen  d'éviter  tout  mé- 
compte dans  la  mise  en  œuvre  des  matériaux. 


g  6.  —  Méthode  des  sections. 


Un  corps  sohde  étant  soumis  à  des  forces  qui  se  font  équilibre,  cou- 
pons-le par  une  surface  quelconque  plane  ou  courbe  MN,  qui  le  sépare 
en  deux  parties,  et  considérons  l'une  de  celles-ci,  A  par  exemple,  avec 


Fig.  1 


les  forces  extérieures  F^  qui  la  sollicitent.  L'équilibre  n'existe  plus  alors, 
et,  pour  le  rétablir,  il  faut  évidemment  appliquer  aux  divers  points  de  la 
surface  de  séparation  des  forces  <p  représentant  précisément  V action  de 


J 
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la  partie  B  iur  la  partie  A  (').  Nous  pouvons  alors  écrire  qu'il  y  a  équi- 
libre entre  les  forces  F,  et  ç  et  poser  a  ce  sujet  les  équations  habituelles 
de  la  statique,  en  ayant  soin  d'opérer  non  pas  sur  le  corps  à  l'état  primi- 
tif, mais  sur  le  corps  déformé  et  de  prendre  sur  ce  dernier  les  valeurs 
des  efforts  extérieurs  et  des  bras  de  leviers.  Très  souvent  les  change- 
ments qu'éprouvent  ces  valeurs  par  suite  de  l'existence  des  déformations 
sont  négligeables,  mais  il  faut  toujours  préalablement  reconnaître  s'il 
en  est  ainsi,  et,  en  nous  occupant  plus  tard  des  pièces  chargées  debout, 
noua  verrons  qu'il  y  a  des  cas  où  cette  simplification  n'est  pas  permise. 
Au  lieu  de  faire  usage  d'une  seule  surface  coupante,  nous  en  emploie- 
rons quelquefois  deux,  telles  que  PQ,  HS,  et  nous  considérerons  le  noyau 
V  compris  entre  elles  comme  étant  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 


F,  qui  lui  sont  appliquées  directement  et  des  efforts  intérieurs  <p  et  f'. 
Dans  tous  les  cas,  quel  que  soit  le  procédé  employé,  nous  pourrons  tou- 
jours, en  écrivant  l'équilibre,  remplacer  les  forces  F,,  F„  F»  par  n'im- 
porte quel  autre  système  équivalent,  puisqu'il  s'agit  uniquement,  dans 
la  circonstance  actueUe,  d'équations  qui  ne  relèvent  que  de  la  mécanique 
rationnelle. 

En  général  l'action  d'une  partie  teUe  que  B  sur  un  élément  infiniment 
petit  de  la  surface  de  séparation  peut  se  représenter  par  une  force  f 
oblique  à  son  plan  et  donnant  lieu  par  conséquent  à  une  traction  ou  à 


une  compression  f,  et  à  un  effort  tangentiel  de  glissement  f^  qui  est 
équilibré  par  la  résistance  qu'oppose  le  corps  à  tout  changement  de 
forme.  Dans  les  liquides  et  les  gaz,  quand  on  considère  leur  fluidité 
comme  parfaite,  les  molécules  n'opposent  aucun  obstacle  à  un  effort  de 


(1)  Dm  amnr»  od(  «U  «t  mdI  cocon  puroii  commJMi  i  es  i 
tard  SD  nempla  eo  pirltnt  da  nccortemcEl  d'una  cbandibro  cjHi 


□jet;  iioiu  CD  donaeroiu  plas 
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celle  dernière  nalure;  ils  cèdent,  sans  résister,  à  l'action  des  forces  tan- 
genlielles,  et,  quand  ils  ont  atteint  une  position  d'équilibre,  ils  n'éprou- 
vent en  un  point  quelconque  que  des  pressions  normales;  c'est  là, 
comme  on  le  sait,  Tun  des  théorèmes  fondamentaux  qui  servent  de  base 
à  l'élude  de  leurs  propriétés. 

Si  nous  considérons  maintenant  différents  éléments  plans  infiniment 
petits  passant  par  un  même  point  D  d'un  corps  solide,  nous  sommes 
amenés  à  reconnaître  que  les  forces  obliques  /*,/*,  /"....,  qui  les  sollicitent 
varient  en  général  non  seulement  d'inclinaison,  mais  encore  d'intensité, 
tandis  que  dans  les  liquides  et  les  gaz  en  équilibre  elles  sont  normales 
et  égales  en  tous  sens.  La  théorie  mathématique  de  l'élasticité  fait  con- 
naître un  certain  nombre  de  théorèmes  remarquables  relatifs  à  ces  ef- 
forts moléculaires  qui  s'exercent  autour  d'un  même  point,  mais  nous 
n'aurons  pas  à  nous  en  occuper  dans  ce  Traité. 

La  méthode  des  sections  est  fréquemment  employée  pour  calculer  les 
forces  moléculaires  qui  se  développent  dans  l'intérieur  des  corps  et 
pour  s'assurer  qu'elles  n'atteignent  pas  de  valeurs  dangereuses  ;  il  faut 
seulement  connaître  le  mode  de  répartition  de  ces  efforts  sur  la  section 
considérée.  Quand  cela  n'est  pas  possible  par  la  théorie  seule,  on  a  re- 
cours à  des  hypothèses  déduites  de  données  expérimentales  ou  aux  deux 
moyens  combinés  ensemble.  11  est  clair  d'ailleurs  que,  pour  écrire  les 
équations  d'équilibre,  on  peut,  suivant  ce  qui  semble  le  plus  commode, 
considérer  à  volonté  la  partie  A  avec  les  forces  F,  (fîg.  1)  ou  la  partie  H 
avec  les  forces  F„  les  actions  moléculaires  <p  étant  les  mêmes  dans  les 
deux  cas  mais  de  directions  contraires. 

En  étudiant  par  ce  moyen  ce  qui  est  relatif  à  un  point  donné,  il  fau- 
dra évidemment,  parmi  toutes  les  sections  qu'on  peut  faire  dans  le  corps 
par  ce  point,  choisir  celle  qui  éprouve  la  fatigue  la  plus  grande  et  à  la- 
quelle Poncelet  a  donné  le  nom  de  section  dangereuse,  La  sécurité  du 
corps  entier  ne  sera  assurée  que  quand  on  aura  reconnu  quelle  est, 
parmi  toutes  les  sections  menées  en  divers  points,  celle  qui  fatigue  le 
plus.  Sa  position  et  son  orientation  peuvent  varier  non  seulement  avec 
la  valeur  et  la  répartition  des  forces  extérieures,  mais  encore  avec  la 
forme  du  corps,  le  mode  de  liaison  de  ses  diverses  parties  quand  il  est 
formé  de  plusieurs  pièces  assemblées  ensemble  de  façon  à  constituer 
autant  que  possible  un  solide  unique,  etc.  Nous  en  verrons  des  exemples 
en  étudiant  le  ghssement  longitudinal  dans  la  théorie  de  la  flexion. 


§  7  -  10  - 


§  7.  —  Principe  de  la  superposition 
des  petites  déformations. 


Un  principe  qui  nous  sera  également  d'une  grande  utilité  est  celui  de 
la  superposition  des  petites  déformations;  il  peut  s'énoncer  ainsi  :  tant 
que  les  corps  n'éprouvent  que  de  très  faibles  modifications  de  forme, 
comme  cela  doit  toujours  avoir  lieu  dans  les  constructions,  les  déforma- 
tions auxquelles  donnent  naissance  des  forces  agissant  simultanément 
se  combinent  entre  elles,  se  superposent  avec  les  valeurs  qu'elles  au- 
raient si  elles  se  produisaient  séparément  sous  l'action  de  ces  mêmes 
forces  s'exercant  isolément. 

L'exactitude  de  ce  principe  peut  être  regardée  comme  à  peu  près  évi- 
dente toutes  les  fois  que  chacune  des  forces  extérieures  en  jeu  est  telle 
qu'elle  n'éprouverait  de  modification  sensible  ni  dans  sa  valeur,  ni  dans 
ses  bras  de  levier  si  on  venait  à  supprimer  les  autres  en  totalité  ou  en 
partie  :  considérons  en  effet,  comme  l'a  fait  de  Saint-Venant,  deux  mo- 
lécules dont  l'une  peut  être  supposée  immobile  tandis  que  l'autre  a 
éprouvé  une  suite  de  déplacements  extrêmement  petits  par  rapport  à 
leur  ligne  de  jonction;  les  projections  de  ces  déplacements  sur  la  ligne 
en  question  donnent  les  petits  changements  de  longueur  dont  dépendent 
les  actions  développées  et  leur  sont  proportionnelles,  de  sorte  que  le  dé- 
placement résultant  total,  ainsi  projeté,  est  alors  évidemment  celui  qui 
aurait  été  engendré  par  la  résultante  des  forces.  C'est  également  ce  qui 
résulte  de  ce  principe  de  mécanique  que  «  un  ensemble  de  causes  dont 
chacune  est  capable  isolément  de  produire  un  très  petit  effet  engendre 
purement  et  simplement  la  somme  de  ces  effets  particuliers.  »  (*) 

Dans  la  pratique,  il  se  présente  un  grand  nombre  de  circonstances 
où,  comme  nous  venons  de  le  supposer,  la  déformation  produite  par 
l'une  des  forces  ne  modifie  que  peu  ou  point  l'action  des  autres.  Dans  ces 
conditions  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer  peut  être  appliqué  en 
toute  sécurité,  ou  du  moins  il  ne  donne  lieu  qu'à  des  erreurs  absolument 
négligeables  :  nous  pourrons  alors  combiner  entre  elles  les  petites  dé- 
formations exactement  comme  on  le  fait,  en  mécanique,  pour  les  che- 
mins parcourus;  c'est  un  simple  tracé  géométrique  à  effectuer  que  nous 
traduirons  ensuite  en  formule.  Dans  les  autres  cas,  cette  manière  d'opé- 
rer ne  saurait  être  admise,  et  elle  conduirait  à  des  résultats  entachés 

(1)  Voir  la  Résistance  des  corps  solideSf  par  Narier  et  de  Saint-Venant,  p.  15,  et  la  Théorie 
de  Vélastieité  des  corps  solides^  par  Glebsch  et  de  Saint-Venant,  p.  li. 
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souvent  de  graves  inexactitudes.  Telle  est,  par  exemple,  la  circonstance 
qui  se  présente  pour  une  pièce  chargée  debout  :  suivant  qu'on  lui  ap- 
plique ou  non  une  force  transversale,  Teffet  produit  par  la  force  longi- 
tudinale de  compression  n'est  pas  du  tout  le  même.  C'est  encore, 
suivant  une  remarque  ingénieuse  de  Bresse,  ce  qui  arrive  avec  une 
pièce  primilivement  droite  que  des  forces  F  obligent  à  reposer  sur  trois 
appuis  non  rigoureusement  de  niveau:  la  réaction  exercée  par  le  sup- 
port C  dépend  essentiellement  de  la  flèche  que  prend  la  poutre  et  on 
ne  se  trouve  plus  dans  les  conditions  voulues  pour  appliquer  légitime- 


Fig.  4 

ment  le  principe  qui  nous  occupe;  dans  le  cas  particulier,  par  exemple, 
où  chacune  des  forces  F  prise  à  part  ne  serait  pas  suffisante  à  elle  seule 
pour  faire  courber  la  pièce  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  reposer  sur  le  sup- 
port C,  l'application  du  principe  de  la  superposition  des  petites  déforma- 
tions conduirait  à  ce  résultat  que  l'appui  en  question  n'exerce  aucune 
réaction  sur  la  poutre,  tandis  qu'il  n'en  est  pas  du  tout  ainsi  dans  l'hy- 
pothèse où  nous  nous  sommes  placé. 


c» 


8.  —  Proportionnalité  des  forces  élastiques  aux  faibles 

déformations.  Limite  d'élasticité. 


Nous  avons  dit  que  les  géomètres,  en  étudiant  au  point  de  vue  théo- 
rique, l'élasticité  des  corps  solides,  ont  été  conduits  à  penser  que  les 
forces  moléculaires  ou  élastiques  sont  proportionnelles,  dans  certaines 
limites,  à  la  variation  positive  ou  négative  de  distance  des  molécules 
qui  leur  donne  naissance.  L'expérience  confirme  cette  manière  de  voir: 
une  tige,  soumise  à  des  efforts  d'extension  ou  de  compression,  s'allonge 
ou  se  raccourcit  de  quantités  très  sensiblement  proportionnelles  à  l'effort 
qu'on  lui  applique,  tant  que  celui-ci  n'atteint  pas  une  certaine  valeur, 
qui  se  trouve  être  notablement  supérieure  à  celle  qu'on  admet  dans  la 
pratique  des  constructions.  Au-delà  de  ce  point,  les  déformations  croissent 
suivant  une  loi  beaucoup  plus  rapide  que  précédemment  (*),  de  sorte  que, 

(1)  Ce  fiut  peut  être  pratiqoAment  constaté  d'une  manière  très  nette  au  moyen  de  l'ingénieux 
c  élastieimètre  earegistreor  >,  imaginé  par  MM.  Neel  et  Clermont,  chefs  de  l'atelier  des  essais  de 
métaux  à  la  Compagnie  du  Chemin  de  fer  de  Lyon.  On  en  trouTera  la  description  dans  la 
Betme  générale  dit  Chemint  de  Fer,  arril  1890,  p.  248. 
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;/  i>-,iii  !',•■  ttiniti:  it^-tniUfAti,  i-s  d-firriisiiiLî  cr>>e:it  ave^  l'action  des 
).,f''  ï  'I  I*  ijf  a'.dl  (ir'yi,(,i-l;o:ii.t-;>5;  le  rs;p-:n  c :r.f.j:.l  i^±  eïisle.  dans 
»/  /  )I/(i.('  s,  «-((If*!  la  fdsrgfr  par  unilé  de  îîirfa^e  et  îâllor.gement  ou  le 
f.t/"/<jf' ,p:-."»i'-ijI  |i:>r  unili';  'Jh  loijj.ij'*ur  p:.rte  le  Dcni  de  coefficient 
it'ilmlii HA  H-I;ilif  3  l;i  triirlion  ou  à  la  compre??:.'!! ;  c'est  la  tanseiile  de 
I. ,(,//!'■  HA//, 

l.'iiniii-  (i-'Ut  v'-ri'iiift  do  1(;  dirrr,  la  portion  AB  de  la  courbe  ABD  ne  se 
i-nuf'-ii'i  (i''it  ri;{'>iir''ii»*-m(;iitetniîitlitTnaliquemenl  avec  une  ligne  droite. 
Il  |r  iii'ijwnl  "il  l'on  l'aperçoit  qu'elle  se  sépare  de  la  tangente  AK  est 
i-ii'U  iiiiiftd  d'îitil-int  pluK  voisin  de  l'origine  A  que  les  mesures  effec- 
h((  in  a'.dl  (ilim  pri'-ciKCH.  Si  donn,  au  lieu  d'employer,  comme  on  l'a  fait 
fii-i,i\,iiii  |(,jj(/t<'(ii|it,  d'-H  iiislriimitnts  donnant  seulement  le  1/idemilli- 
iiitlir  iiivirori,  on  dinpown  d'appareils  permellanl  de  descendre  jus- 
iiii'iiin  iiiilli'iin^it  '■>.  in<>tij<!  aux  dix-millièmes  de  millimètre,  on  arrivera 
ti,iii''iiii-ii\  Il  (•'iriHlfil'T,  oiitr'-  r<ixislence  bien  connue  du  point  B,  celle 
iViiii  Jiiilr"  |i"l(il  M  i|ui'  ir  nu-dessous  duquel  la  distance  entre  la  courbe 
VMiliil'lii  cl  nii  lipiit/i'nti'  en  A  est  trop  faible  pour  être  perçue  par  l'ob- 
nii  viili  iir  iivi'i'  U'n  itiii,V'i>riH  dont  il  dispose,  la  position  de  B'  entre  B  et  A 
i\i  vitiil  d'iiilliitirn  i'<tldi'Miirii'ril  viirler  xutvanl  la  perfection  plus  ou  moins 
uritii<\i'  il""  iit"yi'i<i>  l'ii  i|ii««lliiii.  \h'A  dislinctiona  de  ce  genre  ont  été 
hll«»  t(inili|iii'fijlt  iliuiM  l'dM  (hM'riliTs  li-nips  :  elles  nous  semblent  non 
tfifl  JiifriMiillr  I"  ''hiitii|i  i\"  II'"'  i-iiiitiriisM'Lnc('s  ;iu  suJL-t  des  propriétés 
irinl' I  hIhIh  "  iiioi  I  iii|i<i,  riiiiln  pliilol  iiiunlri-'i'  l'Iiabileté  de  l'observateur 
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el  surloiit  la  haule  précision  de  ses  instruments;  la  complication  pra- 
tique à  laquelle  elles  donnent  lieu  ne  nous  paraît  pas  d'ailleurs  sufâsam- 
nienl  justifiée,  jusqu'ici  du  moins,  et  nous  sommes  d'avis  qu'il  est  préfé- 
rable de  s'en  tenir  pour  le  moment  aux  notions  précédemment  exposées. 
Pour  un  même  corps  la  limite  d'élasticité  Bb  varie  souvent  d'une  ma- 
nière appréciable  suivant  les  opérations  physiques  auxquelles  on  l'a 
priialabletiienl  soumis,  telles  que  le  forgeage,  le  laminage,  l'écrouissage, 
la  trempe,  te  recuit;  la  température  a  également  une  influence  sensible 
àrel  égard;  enfin  il  est  à  remarquer  qu'il  est  difficile,  soit  de  fixer 
d'une  manièi-e  parfaitement  exacte  sur  la  courbe  ABD  le  point  où 
celie-ci  cesse  de  se  confondre  sensiblement  avec  une  ligne  droite,  soit 
de  dire  à  quel  moment  précis  les  déformations  permanentes  doivent  être 
regardées  comme  réellement  appréciables.  Pour  toutes  ces  raisons  les 
iiidicalions  données  à  ce  sujet  dans  les  tableaux  et  les  aide-mémoire  ne 
doivent  être  considérées  que  comme  s'appliquant  d'une  manière  ap- 
prosimative  aux  pièces  que  l'on  met  en  œuvre  ;  il  en  est  de  même,  d'ail- 
leurs, comme  nous  le  verrons,  pour  tous  les  chiffres  pratiques  relatifs  à 
la  flésistance  des  matériaux. 


^  9.  —  Résistance  A  la  traotlon  des  corps  dans  lesquels  la 
limite  d'élasticité  a  été  dépassée. 

Lorsque  la  limite  d'élasticité  a  été  dépassée  dans  toute  l'étendue  ou 
dans  une  partie  seulement  d'un  solide,  les  molécules  ne  reprennent  plus 
leurs  positions  premières,  de  sorte  qu'on  a  en  réalité  affaire  à  un  nou- 
veau corps  n'ayant  |ias  les  mèmea  propriétés  élastiques  que  le  premier; 
ABD  étant,  par  exemple,  la  coui'be  qui  relie  les  allongements  du  métal 


I 


piiuiitif  aux  efforts  correspondants,  nous  savons  que,  tant  que  l'allouge- 
menl  par  inillimèlre  courant  n'est  pas  supérieur  à  Aô,  le  corps  revient  à 
sa  forme  primitive;  mais  il  cesse  d'en  être  de  même  si  l'on  dépasse  le 
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point  B,  pour  aller  jusqu'en  H  par  exemple.  Lorsqu'on  opère  sur  du  fer 
ou  de  l'acier  et  qu'il  s'agit  d'efforts  de  traction,  l'expérience  prouve  que, 
si  l'on  mène  par  H  une  parallèle  Ht  à  la  ligne  AB,  Y  allongement  permanent 
est  alors  à  très  peu  près  égal  à  A<,  et  la  nouvelle  courbe  relative  au  métal 
ainsi  modifié  est  très  sensiblement  représentée  par  la  droite  Œ  et  l'an- 
cienne ligne  HD  se  raccordant  ensemble  par  une  partie  arrondie  KS.  11 
résulte  de  là  que  le  coefficient  dC élasticité  ne  change  pas  sensiblement 
de  valeur,  mais  que  la  limite  dP élasticité  est  reculée  jusqu'en  un  point  K 
situé  à  un^  faible  distance  du  point  H. 

La  connaissance  de  la  loi  précédente  est  due  en  grande  partie  aux 
expériences  exécutées  en  France  par  Tresca,  en  Italie  par  le  général 
Rosset,  en  Allemagne  par  le  professeur  Bauschinger,  et  enfin  en  Amé- 
rique par  le  professeur  Thurston  et  divers  autres  expérimentateurs.  Elle 
parait  bien  s'appliquer  à  toutes  les  variétés  de  fer  ou  d'acier  employées 
dans  les  constructions,  mais  il  serait  imprudent  de  l'étendre  aux  autres 
corps  et  particulièrement  à  ceux  qui  sont  essentiellement  mous  et  duc- 
tiles comme  l'étain,  le  zinc,  le  cuivre  ;  dans  tous  les  cas  elle  cesse  d'être 
exacte  à  partir  du  moment  où  se  produisent  les  phénomènes  de  la 
striction  qui,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  donnent  lieu  dans  une 
certaine  région  à  une  sorte  d'écoulement  du  corps  solide  produisant  un 
allongement  permanent  sans  allongement  élastique  correspondant. 

Comme  cela  résulte  des  nombreuses  expériences  qui  ont  été  faites  à 
ce  sujet  (*),  les  phénomènes  dont  nous  venons  de  parler  sont  un  peu 
plus  compliqués  que  nous  ne  venons  de  l'indiquer;  en  réalité,  tout  métal 
soumis  à  froid  à  un  effort  mécanique  énergique  subit  une  sorte  d'é- 
crouissage  plus  ou  moins  prononcé  et  ne  se  brise  ensuite  que  sous  une 
charge  plus  élevée.  Comme  on  Ta  constaté,  cet  effet  est  très  appréciable 
pour  le  fer  extrêmement  doux  et  ductile,  surtout  quand  on  pousse  l'effort 
primitif  jusque  dans  le  voisinage  de  la  rupture  ;  on  obtient  ainsi  jusqu'à  un 
accroissement  d'environ  IS^^/odansl'effortnécessaire  pour  rompre  ensuite 
les  barreaux  expérimentés.  Les  effets  ainsi  produits  se  compliquent 
d'ailleurs  de  ceux  qui  résultent  des  phénomènes  dus  à  Vélasticité  subsé- 
quente, et,  comme  nous  le  dirons  plus  loin  (§  11),  ils  sont  d'autant  plus 
sensibles  qu'on  a  permis  au  barreau  de  se  reposer  pendant  un  temps 
plus  long,  tout  en  atteignant  cependant,  au  bout  de  peu  de  jours,  une 
valeur  très  voisine  de  leur  maximum.  Pour  le  fer  un  peu  dur  et  pour 
l'acier,  l'accroissement  de  résistance  dont  nous  venons  de  parler  est 
beaucoup  moins  prononcé  et  ne  parait  guère  jamais  atteindre  plus  de  3 

(1)  On  poarra  en  particulier  consulter  à  cet  égard  Tke  elasticity  and  résistance  of  tke  ma^ 
terials  of  engineering ^  par  Burr  (New-York,  1883),  p.  260. 
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ou  4  */o,  de  sorte  que,  dans  la  pratique  des  constructions,  la  loi  énon- 
cée au  commencement  de  ce  paragraphe  peut  être  regardée  comme 
suffisamment  exacte.  Nous  ajouterons  en  terminant  que,  par  le  recuit, 
le  métal  reprend  ses  propriétés  primitives  :  il  cesse  d*étre  aigre  ou 
ccasaniy  ce  qui  revient  à  dire  (§  13  et  14)  qu'il  a  recouvré  sa  faculté  pre- 
mière de  s'allonger  considérablement  avant  de  se  rompre. 


S 10.  —  Résistance  des  corps  soumis  &  des  efforts  statiques. 

Considérons  un  corps  dont  toutes  les  molécules  sont  arrivées  lente- 
ment et  par  degrés  insensibles  aux  positions  définitives  que  leur  font 
occuper  des  forces  extérieures  appliquées  sans  chocs  et  sans  secousses 
de  façon  à  ne  pas  donner  lieu  à  des  mouvements  vibratoires.  Les  dé- 
formations produites  se  résument,  en  dernier  ressort,  dans  l'écartement 
de  certaines  molécules  et  dans  le  rapprochement  de  quelques  autres  ; 
il  est  bien  clair  que  le  fait  du  rapprochement  ne  peut,  par  lui-mémey 
produire  une  rupture  :  un  corps  qu'on  presse  de  tous  côtés  de  façon 
qu'il  lui  soit  impossible  de  se  dilater  dans  aucun  sens  supporte,  sans 
se  briser,  tels  efforts  que  l'on  veut;  c'est  en  effet  ce  qu'on  observe  dans 
la  frappe  des  monnaies  et  dans  quelques  phénomènes  du  même  genre, 
par  exemple  dans  le  courbage  des  pièces  de  bois  quand  on  s'oppose 
efficacement  à  l'extension  des  fibres  dans  la  partie  convexe.  Si,  en  com- 
primant les  molécules  A  et  B,  on  arrive  à  déterminer  quelque  part  une 
séparation,  cela  tient  à  ce  que  celles-ci,  en  marchant  l'une  vers  l'autre, 
se  rapprochent  en  même  temps  des  molécules  C  et  D  situées  de  chaque 
côté  et  les  forcent  à  s'écarter,  en  déterminant 
ainsi  un  gonflement  des  faces  latérales  quand  ces  À 

dernières  sont  libres.   Des  considérations  analo-    — ^     G       D      > — - 
gués  sont  applicables  aux  efforts  de  cisaillement,  B 

qui,  en  tendant  à  faire  glisser  l'une  par  rap- 
port à  l'autre  deux  sections  infiniment  voisines, 
ne  peuvent  produire  que  des  allongements  ou  des  raccourcisse- 
ments dans  certaines  directions.  Pour  s'assurer  qu'un  corps  soumis  à 
des  efforts  statiques  ne  se  brisera  pas,  il  suffirait  donc,  au  point  de  vue 
théorique,  de  voir  si,  en  aucun  de  ses  points,  il  ne  se  produit  d'écarte- 
ment  supérieur  à  celui  qui  est  compatible  sans  danger  avec  la  nature 
de  la  matière  dont  il  est  formé.  Mallieureusement  cette  façon  d'aborder 
le  problème  donne  lieu  à  des  difficultés  et  à  des  comphcalions  de  plus 
d  une  sorte,  et,  en  pratique,  quand  les  faces  latérales  des  solides  sont 


libres,  comme  nous  le  supposerons  par  la  suile,  il  esl  préférable 
(l'envisager  à  pari  les  phéiifimênes  de  traction,  de  compression  et 
de  cisaillifmenl,  ei  de  deman.lt'r  à  l'expérience  quel  est  Yallongement,  le 
raccourcissement  ou  le  glistement  par  millimètre  couraiit  qu'on  peut  ad- 
metlre  sans  avoir  à  craindre  la  rupture,  soil  immédiate,  soit  ultérieure 
par  suile  d'un  changement  de  conleslure. 

Nous  avons  dit  précédemment  que.  dans  les  limites  des  efforts  admis 
dans  les  conslruclions,  les  déformations  sont  proportionnelles  aux  char- 
ges par  millimêlre  carré  quileurcorrespondent;ilnous  sera  donc  permis, 
dans  les  problèmes  qui  concernent  la  résistance  aux  efforts  slaliques, 
de  nous  baser  sur  les  valeurs  qu'acquièrent  ces  dernières,  et  de  dire 
que  nous  sei-ons  dans  de  bonnes  condilions  si,  aux  points  et  iana  les 
directions  où  la  fatigue  est  ta  plus  grande,  ces  valeurs  ne  sont  pas  supé- 
rieures aux  chiffres  admis  par  les  constructeurs.  Telle  est  en  effet  la 
marche  constante  que  nous  suivrons  dans  tous  les  cas  de  celte  nature. 


g  11.  —  Élasticité  subséquente. 

Supposons  que  nous  appliquions  à  un  corps  des  forces  qui  ne  soient 
suifisaiiles  ni  pcui  amener  la  rupture  immédiate,  ni  pour  la  provoquer 
au  bout  d'un  certain  temps  par  une  désagrégation  plus  ou  moins  lente 
rappelant  les  phénomènes  qui  ont  donné  lieu,  de  la  pari  de  Tresca,  a 
des  recherches  si  intéressantes  et  si  curieuses  sur  Vécoulement  des  so- 
lides; l'expérience  de  chaque  jour  montre  que,  dans  ces  conditions, 
le  corps  considéré  atteint,  souvent  presque  de  suite,  à  peu  près  U  nou- 
velle forme  qu'il  doit  conserver;  mais  l'emploi  d'appareils  de  précision 
permet  de  constater  qu'en  réalité  l'équilibre  moléculaire  ne  s'élabUt  pas 
immédiatement  :  la  déformation  continue  à  augmenter  quoique  d'uiie 
manière  1res  lente  et  de  moins  en  moins  sensible,  et  elle  n'attelntsa  valeur 
maximum  qu'au  bout  d'un  certain  temps,  ne  dépassant  pas  dans  bien 
des  cas  un  petit  nombrede  minutes,  mais  pouvant  s'élever  à  des  heures, 
des  jours  et  même  des  mois,  suivant  la  nature  de  la  matière,  la  valeur 
de  l'effort  et  la  lempéraluro.  inversemenl,  si  l'on  fait  cesser  l'action  des 
forc(;s  auxquelles  un  corps  est  soumis,  des  pliénomènes  tout  à  fait  ana- 
l'igues  se  produisent  on  sens  opposé,  et  l'on  constate  non  seulement 
que  l'étal  définitif  de  repos  ne  s'élabhl  pas  de  suite,  mais  encore  qu'il 
«xiire  un  intervalle  d'autant  plus  long  que  la  durée  d'application  de  la 
charge  a  été  plus  grande. 

Ces  effets  de  déformation lenle  et  supplémentaire  ont  été  étudiés  pour 
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la  première  fois  en  1835,  par  Weber,  qui  les  a  caractérisés  par  le  nom  de 
elctsiische  Nachwirkung  (action  ultérieure  élastique)  ;  ils  ont  été  l'objet  de 
nombreuses  recherches  de  la  part  de  Kohlrausch,  Neesen,  G.  Wiedemann 
en  Allemagne,  de  William  Kent  en  Amérique  et  de  L.  Pérard  en  Belgique. 
En  France,  on  les  désigne  généralement  sous  le  nom  ^'élasticité  subsé- 
quente on  rémanente;  ils  paraissent  dus  à  ce  fait  que  les  molécules  ne  peu- 
vent pas  obéir  suffisamment  vite  aux  actions  qui  les  sollicitent,  et  qu'il  leur 
faut  un  certain  temps  pour  achever  de  se  déplacer  et  de  changer  d'orien- 
tation les  imes  par  rapport  aux  autres.  Pour  donner  une  idée  des  résul- 
tats obtenus  par   les  divers  expérimentateurs,   nous   citerons    deux 
expériences  dues  à  Kohlrausch  :  un  fil  de  laiton  a  été  tordu  de  90**  une 
première  fois  pendant  une  minute,  et  une  seconde  fois  pendant  deux 
minutes,  après  quoi  on  a  fait  cesser  Tefifort;  les  déviations  observées 
ont  été  alors  les  suivantes  : 


Fil  toida  de  90°  pendant  1  minute 
Fil  tordn  de  90°  pendant  2  minutes 


DÉVIATIONS  RESTANTES  OU  ANfiLES 
DE     TORSION     RESTANTS    AU    BOUT     DE 
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Voici  encore  quelques-uns  des  résultats  obtenus  par  Wiedemann  sur 
un  fil  de  laiton  de  2  millimètres  de  diamètre  et  de  0"',48  de  long  soumis 
successivement  à  différents  efforts  de  torsion  : 


Valeurs  proportionnelles  des  moments  de 
torsion  produisant  les  déviations  ci-^     3 
dessous» 

Anirles    (ftu  pr^Diic^ïïio™®^^"     •     • 

de  torsion  jane  fois  l'équilibre  définitif 

observés  f    établi 


1              » 

3 

5 

7 

9 

11 

312° 

623» 

733° 

956°5 

1191° 

312° 

523° 

734° 

959° 

1204° 

13 


1510 
1548* 


Pour  étudier  rélasticilé  subséquente,  on  opère  souvent  d'une  autre 
manière  :  on  donne  au  corps  expérimenté  une  déformation  quelconque 
et,  en  mesurant  les  efforts  qui  sont  nécessaires  au  bout  de  1,  2,  3..., 
heures  pour  maintenir  celle-ci  constante,  on  reconnaît  que  ces  derniers 
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•■r   tgr  *•  '**'  -O»»  - 


^i£r' 


(Ai»»!'.    •" 


r:-.e~  ce 


'*v»irttiii*,-A  to/'^j'aiji»*  ".  »«Taj'  1'^^  E2  certain 
'  ->  V  *-î  — »-L,v3i*-L;;  a:)ci  *ï*!i  ji-fC'^qnes  que 
,  ^,.»..,  _^  1  •>-!;,  ;^  **iîx*;  i^T^  T-.;^s  de  la 
'■.  •  •  •■.'/■■  kj^»"?.  'ja  1  î*-.;c=,-eL  rè  fessai  de 
j«.if,i  ,■  f  -.'.lî-*.  i>i,-T>raui  >e  rï-jK-s^r  pendant  des 
*',ti,:ui'.'.',;:  A  ^,fÉ»i  '^JX^iju  les  nêsuiUls  5uivanls  : 
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Aijifientati'^aderésistaDceiUniptare, 
'iliii-na^  [lar  rapport  aux  bxTTeuixqn'on 
a  r'impiiii  au  premieressude  tnction. 


M'ilÉII  lU  I   Itii'ii"                      1,1  9é 

|Jn  I  ll»l»W  •  «  Imiif" 3,85e 

<  I'""'   > i;,,4  9é 

"I ■'                              lC,2  9é 

"  I''                                 ■ 17,89e 

1*V"'  '' 15.8  % 

'          ■     ■ 17,9  9é 

miiMMll  trmi.i,»»H,l;.i  >i,imilifd'èquUibreparail 
I,  Www  \\\\  l\>,'  m,  ,„.u  ,i„,  ,,,  ,.,.„r  ,iç  l'acier, l-aug- 
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uientalion  de  résistance  constatée  dans  des  essais  anologues  est  beau- 
coup moins  forte  et,  comme  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  dire 
(g  9),  elle  ne  dépasse  guère  3  ou  4  *^/o. 

Les  effets  de  l'élasticité  subséquente  sont  surtout  prononcés  dans  les 
substances  végétales  telles  que  les  fils  de  soie,  le  caoutchouc.  Us  se 
produisent  avec  une  extrême  rapidité  et  sont  par  conséquent  à  peu  près 
insensibles  dans  les  métaux  tant  que  les  efforts  exercés  sont  peu  consi- 
dérables; mais  avec  la  plupart  d'entre  eux  et  surtout  avec  ceux  qui  sont 
très  ductiles  comme  le  fer  extrêmement  doiix,  le  cuivre,  etc.,  ils  sont 
très  appréciables  quand  les  déformations  permanentes  deviennent  un 
peu  fortes  et  surtout  quand  on  approche  de  la  charge  de  rupture.  On  voit 
donc  qu'il  importe  essentiellement  dans  ce  cas  d'en  tenir  compte;  il  con- 
vient en  particulier  de  ne  pas  conduire  trop  rapidement  les  essais  de 
résistance  des  matériaux;  avec  le  fer  un  peu  dur  et  l'acier,  un  petit 
nombre  de  minutes  de  repos  après  chaque  charge  est  à  peu  près  suffi- 
sant. Quand  cette  précaution  n'est  pas  prise,  on  est  exposé  à  voir  se 
produire  des  phénomènes  qui,  au  premier  abord,  paraissent  inexpli- 
cables; c'est  par  exemple  ce  qui  se  présente  quand  on  soumet  un  corps 
à  l'action  de  forces  considérables  se  succédant  à  de  très  courts  inter- 
valles. Imaginons  en  effet  qu'après  avoir  enlevé  le  poids  P  qui  exerce  un 
effort  de  traction  sur  une  tige  AB,  nous  le  remettions  immédiatement 
en  place,  avant  que  l'élasticité  subséquente  ait  achevé 
de  produire  son  effet  (consistant  ici  en  un  raccourcisse-  V//////Y/-''/ 
ment)  ;  la  seconde  mise  en  charge  va  trouver  le  barreau  '  "'  '^ 

légèrement  allongé,  de  sorte  qu'elle  produira  une  fatigue 
plus  grande.  Qu'à  cette  première  répétition  de  l'effort  en 
succèdent  rapidement  de  nouvelles,  on  comprend  de 
suite  que  les  conditions  habituelles  de  la  résistance  vont 
se  trouver  notablement  modifiées.  Ce  qui  complique 
encore  le  phénomène,  c'est  que  les  effets  de  l'élasticité  [^  p 

subséquente  se  produisent  aussi  bien  quand  on  replace  ^^„  g 

la  charge  que  quand  on  la  retire;  d'après  ce  qu'on  sait  à 
leur  sujet,  ils  sont  d'ailleurs  susceptibles,  dans  certaines  circonstances,  de 
ne  pas  influencer  de  la  même  manière  et  au  même  moment  toutes  les  molé- 
cules du  corps;  celles-ci  doivent  donc,  en  définitive,  se  trouver  soumises 
à  des  mouvements  confus  et  irréguliers  ayant  une  influence  notable  sur 
la  résistance  soit  par  eux-mêmes,  soit  par  les  phénomènes  d'échauffe- 
ment,  de  variation  de  structure,  etc.,  auxquels  ils  peuvent  donner  lieu 
et  qui  dépendent  de  causes  diverses  parmi  lesquelles  il  convient  de  citer 
la  stabilité  moléculaire  plus  ou  moins  grande  du  corps  considéré;  sous 
l'action  de  vibrations  répétées,  la  contexture  de  l'un  d  eux  peut  se 


B 


modifier  d'une  manière  rapide  et  donner  lieu,  par  exemple,  à  une  dimi- 
nution 1res  sensible  de  résistance,  tandis  que  ces  effets  seront  beaucoup 
moins  prononci>s  dans  un  autre.  Il  y  a  là,  comme  dans  beaucoup  d'autres 
parties  de  la  science  qui  nous  occupe,  un  vaste  champ  de  recherches 
ouvert  devant  l'investigateur  qui  veut  approfondir  les  phénomènes  delà 
mécanique  ni'jlt'culaire  ('). 


S  a.  —  Effets  produits  par  la  répétition  rapide  des  efforts. 

Si  l'on  souiiit'l  un  barreau  à  des  tractions  réitérées  qui  se  succèdent  à 
des  intervalles  de  temps  suffisamment  éloignés  et  n'atteignent  qu'une 
faible  valeur,  inférieure  en  tous  cas  à  celle  qui  est  nécessaire  pour  déter- 
miner un  commencement  de  striction,  on  n'observe  en  général  aucune 
fatigue  spéciale  résultant  de  la  répétition  des  efforts;  en  d'autres  termes, 
on  se  trouve  constamment  dans  d'aussi  bonnes  conditions  si,  entre 
l'application  de  deux  charges  successives,  on  donne  au  corps  un  repos 
d'une  durée  \ariiible  suivant  sa  nature,  mais  ne  s'élevant  souvent  qu'à 
un  assez  pelil  nombre  de  minutes. 

Si,  au  conlniire,  les  efforts  exercés  se  succèdent  à  des  intervalles  très 
rapprochés,  les  phénomènes  changent  de  nature  et,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  dit  â  propos  de  l'élasticité  lubgéguente  (%  H),  on  doit  s'at- 
tendre k  trouver  une  diminution  de  résistance;  c'est  effectivement  ce  que 
montre  la  pratique  dans  une  foule  de  circonstances,  par  exemple  pour 
les  pièces  de  machines  à  vapeur  qui  sont  soumises  a  des  efforts  inces- 
samment renouvelés,  faisant  même  souvent  travailler  les  molécules 
allernativemenl  à  la  traction  et  à  la  compression.  Les  effets  du  genre  de 
ceux  dont  nous  parlons,  observés  depuis  longtemps  par  Fairbaim,  ont 
été  étudiés  en  détail,  surtout  pour  le  fer  et  l'acier,  parWœhler,  par 
Spangenberg,  iniis  par  Bauschingcr.  Ces  expérimentateurs  ont  fait  à 
ce  sujul  du  nombreux  essais  de  traction,  de  compression,  de  flexion  et 
de  torsion  dont  les  résultats  principaux  peuvent  se  résumer  dans  la 
proposition  suivante  :  si  l'on  calcule  les  tensions  extrêmes  (positives  pour 
la  traction,  négalivespourla  compression)  qui  correspondent  auxlimites 
des  mouvemenls  alternatifs  imprimés  au  métal,  on  trouve  que  plus  la 
différence  algébrique  de  ces  tensions  est  grande,  plus  la  charge  qui  déter- 
mine la  rupture  est  faible. 

(1)  Pour  plus  Ap,  délaîls  telitifo  à  l'éluUcilé  sabséquents,  on  ponnu  consulter  las  onTrages 
tniisuti  :  Berne  nuiferselte  des  Minet,  1880,  1°''  umulrs,  p.  186.  —  Journal  de  Phytiçue 
Morigue  et  appliquée,  1879,  p.  319. 
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n  y  aurait  évidemment  un  intérêt  considérable  à  savoir  quelle  est, 
pour  chaque  espèce  de  métal,  la  valeur  de  cette  charge  réduite  qui  pro- 
duit la  rupture  dans  telle  ou  telle  circonstance  donnée.  Les  expériences 
faites  jusqu'ici  ne  pennettent  malheureusement  pas  de  résoudre  d'une 
manière  tant  soit  peu  complète  le  problème  en  question.  Dans  les  essais 

de  Wœhler,  où  la  charge,  appliquée  pendant  moins  de  j^  de  seconde,  se 

reproduisait  à  des  intervalles  réguliers  un  peu  inférieurs  à  1  seconde, 
la  charge  réduite  de  rupture  <p  s'est  trouvée,  pour  les  fers  et  les  aciers 
expérimentés,  sensiblement  donnée  par  la  formule 


?=!+  y/lCT-n.  A) 


A  étant  la  différence  algébrique  mentionnée  plus  haut; 

T  la  charge  de  rupture  telle  qu'on  Tobliendrait  dans  le  cas  d'un  essai 
ordinaire  de  résistance  par  l'addition  lente  et  graduelle  de  poids; 

»  un  coefficient  numérique  qu'on  peut  prendre  égal  à  environ  1,42  pour 
le  fer  d'essieux,  et  à  1,66  pour  l'acier  d'essieux  Krupp,  au  moins  pour  les 
<palilés  expérimentées  par  Wœhler. 

T  étant  connu  pour  un  métal  déterminé,  si  l'on  se  donne  arbitraire- 
ment ^  on  en  déduit  immédiatement  la  valeur  correspondante  de  <p  et 
par  suite  celle  de  l'effort  minimum  <p'  =  <p  —  A.  En  opérant  de  cette 
façon  pour  les  valeurs  n  n  1,42  et  nu:  1,66  mentionnées  plus  haut  et 
«n  prenant  T  =  33  kg.,2  pour  le  fer  et  T  =  73  kg.,4  pour  l'acier,  on 
trouve  que  des  mouvements  très  rapidement  et  indéfiniment  répétés 
<^^usent  la  rupture  quand  les  efforts  varient  entre  les  limites  suivantes  : 


POUR    LB     FBB    d'bSBIBUX 

I^e+33*,2  (traction)  à +38*  2  (traction) 
De+25          -  +81,5  - 
De+20          —  +80  — 
De+15          _  +28.4  - 
De-fio          —  +26,8  — 
De+5          —  +28,8  — 
De     0          —  +21  ,0  — 
De— 11,7  (compres- 
sion) à  +11  ,7  — 


POUR  l'acibr   d'bsbibux 

De+73^4(traction)à+78*,4(traction) 
De+60,0  —  +69,8  — 
De+46,0  —  +64,6  — 
De+80,0  —  +58,8  — 
De+15 ,0  —  +60,5  — 
De  0  —  +40,9  — 
De — 22  ,1  (compres- 
sion) à                       +22,1  — 


Ces  résultats  sont  traduits  graphiquement  sur  la  figure  9.  Pour  ^'m  o, 
c'est-à-dire  pour  le  point  o,  on  a 

9  =  2  T(v^n«  +  1— n) 


Sï2  ^a  — 

Contrairement  à  ce  qui  a  été  afSnué  plusieurs  fois,  cette  valeur  n'est 
pas  égale  à  la  limite  d'élasticité,  lelle  du  moins  qu'on  la  constate  dans 
un  eauai  «-'rliiiire  de  résistance  a  la  traction. 

Pour  ^'  ^~  ^,  ce  qui  correspond  à  des  efforts  alternativement  égaux 
de  iraclioii  ei  di!  compression,  on  a 

T 


Si.  poui 
moins  k's 


iiTH'  valeur  donnée  f',  la  charge  maximum  7  dépasse  plus  ou 
.■tÉiiïrrs  précédenls,  la  rupture  est  inévitable:  elle  se  produit 


ng.9 

an  twul  d'un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  répétitions  de  l'efforl.  Un 

il  éjralciiicut  important  à  noter,  c'est  que  le  moindre  défaut  dans  une 

'  Kouiiii>^<'  !iux  efforts  variables  dont  il  est  ici  question  facilite  beau- 

la  ni|iture;  les  chiffres  précédenls  se  rapportent  à  des  barreaux 

union  r  »3ins. 
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n  est  hors  de  doute  que  la  valeur  à  adopter  pour  le  coefficient  n  doit 
varier  avec  les  différentes  espèces  de  fer  et  d*acier  ;  elle  dépend  non 
seulement  de  la  charge  de  rupture  ordinaire  T,  mais  encore  de  Tensemble 
des  diverses  propriétés  moléculaires  du  corps  considéré,  par  exemple 
de  sa  limite  d'élasticité,  de  sa  stabilité  moléculaire  {$  11),  etc. 

Il  importe  également  de  remarquer  que  les  résultats  obtenus  par 
Wœhler  sont  uniquement  relatifs  à  des  efforts  d'une  durée  très  courte, 
rapidement  répétés.  C'est  le  cas  qui  se  présente  pour  les  essieux  des 
locomotives  et  des  wagons  ;  c'est  aussi,  dans  une  certaine  mesure,  ce 
qui  se  produit  pour  un  certain  nombre  de  pièces  des  machines  à  vapeur 
telles  que  tiges  de  pistons,  bielles,  etc.;  mais  il  est  vraisemblable  que, 
pour  avoir  des  résultats  exacts,  il  faut  tenir  compte  du  temps  pendant 
lequel  agissent  les  charges  ainsi  que  de  la  rapidité  avec  laquelle  elles 
se  succèdent.  Pour  des  ponts  de  chemins  de  fer,  les  données  du  problème 
sont,  on  le  comprendra  de  suite,  notablement  différentes  de  celles  des 
expériences  de  Wœhler  et,  d'une  manière  générale,  on  peut  dire  que  les 
chiffres  de  ces  dernières  sont  loin  d'être  applicables  en  toutes  circon- 
stances :  pour  opérer  à  coup  sûr  dans  l'étude  d'un  projet,  il  faudra, 
comme  toujours,  se  baser  sur  les  résultats  qui  ont  été  constatés  sur  des 
constructions  ou  des  appareils  aussi  analogues  que  possible  à  ceux  qu'on 
projette.  Ces  réserves  une  fois  faites,  il  faut  se  hâter  d'ajouter  que  les 
essais  entrepris  par  Wœhler  et  par  ses  continuateurs  jettent  un  jour  pré- 
cieux sur  une  série  de  phénomènes  jusqu'alors  peu  ou  point  connus,  et 
qu'ils  fournissent  les  données  premières  de  lois  ayant  une  importance 
capitale  dans  l'étude  théorique  et  pratique  de  la  résistance  des  maté- 
riaux {*). 


§  13.  —  Résistance  des  corps  soumis  à  des  actions 

dynamiques  graduelles. 

Nous  venons  d'indiquer  les  conditions  de  résistance  auxquelles  doit 
satisfaire  la  matière  qui  est  soumise  à  de  simples  efforts  statiques  ;  mais 
il  est  rare  que,  dans  la  pratique,  la  question  se  présente  sous  une  forme 
aussi  simple.  Presque  toujours,  en  effet,  une  construction  ou  un  ensemble 

(1)  Pour  plus  de  détails  sar  ces  divers  sujets,  on  pourra  consulter  le  très  intéressant  mémoire 
de  M.  Cousidère,  inséré  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées  {U^  semestre  1885,  p.  574), 
caa  de  M.  Mayer  (2e  semestre  1886,  p.  725),  de  M.  Bricka  (2»  semestre  1887,  p.  698;,  la  Rêvue 
universelle  des  Mines  (1882,  l^r  semestre,  p.  596),  le  Génie  civil  (mai  1881,  p.  305),  les 
Mémoires  de  la  Société  des  Ingénieurs  civils  (2^  semestre  1881,  p.  39  et  5Si,  la  Stabilitédes 
CoHSiruciions,  par  Woyi-auch,  traduite  par  Michel  Svilokossitch. 


r^   1   't- 


".■1-  ■—'.T  S  ■.'    ^  i  i-r->  ef- 

Lr^  >i  •:'.  r;«  ï  ir  Eilliiiielre 

rarr^-.  S  L  e*l  la  I-  -r.giiear  de 

'^  —    y       la  tiire  et  û  >a  >e<*i;-:'n,  le  tra- 

'  '.'     '  '■     ■' '  vail   m.'lr^uiaire  pruiduil  par 

^      „^  un    anoiiK^meiH    par    milli- 

mi'-lre  courant  rf/,  lorsque  la 

■i.iii'  tiii  vHi-ri-  (rsi  /jfîilfi  à  R,  a  pour  valeur 

"*  /  ";  /  fï-  X  JO  =  L  X  O  X  R  X  d/ 

'  '  li'l  '/rij  i''in'iNj)(jrii|  â  l'allongemenl  de  o  à  ^  a  pour  ex- 

i.  y.  U  x/'    R  X  d/ 

""l"l '"vl'Mil  ihiin/.inm: 

''  ^  U  K  nira  utirvilifrne  ABO^ 

I      >»..     «    iMilM.    .ImiiI    „„,„    M ,    „,,||^    (kllogrtmmB   «t    miUImttn),    la   qauitiU 

t)       ^f    II    .  .(I  .i.,.,rt„„u  ,U  iil«„,,„.miium«^.  il  r,ul  dcM  I.  diTiMr  p.r  1000  pour 
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Poncelet  a  donné  à  la  quantité  ci-dessus  le  nom  de  résistance  vive 
élastique  ou  de  résistance  vive  de  rupture  suivant  qu'on  s'arrête  à  la  li- 
niile  d'élasticité  ou  qu'on  va  jusqu'à  la  rupture,  de  sorte  qu'on  a  : 

Résistuicfl  vive  âaatiqae  =  1,  X  Qx  f^  R  X  dl  =  L  X  ii  X  aire  ABb. 
J  a 

IWsisUnoe  vire  de  nipture  =  L  X  D  xj     R  X  d/  =  L  X  Û  X  nire  AHDd. 

Au  lieu  de  nous  servir  des  allongements  et  des  forces  rapportés  aux 
unités  de  longueur  et  de  surface,  nous  pourrions  prendre  pour  abscisses 
el  pour  ordonnées  les  allongements  totaux  et  les  efforts  réels  exercés  ; 
c'est  même  ce  que  nous  serons  forcé  de  faire  quand  la  section  Û  ne 
sera  pas  constante  comme  nous  l'avons  supposé  tout  à  l'tieure,  et  c'est 
la  surface  même  de  la  courbe  qui  nous  fera  connaître  la  résistance 
cherchée. 

La  considération  des  résistances  vives  nous  donne  la  valeur  du  travail 
moléculaire  qui  nous  intéresse  dans  le  cas  de  la  traction  et  par  suite 
dans  celui  de  la  compression.  Nous  verrons  plus  lard  que  des  expres- 
sions analogues  sont  applicables  à  la  flexion  el  à  la  torsion,  de  sorte  que 
l'aplilude  à  résister  à  une  action  dynamique  peut  être  regardée  comme 
indiquée  par  la  valeur  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  AH  D,  l'axe  des 
ï  et  l'ordonnée  qui  correspond  à  l'allongement  maximum  considéré 
fournie  admissible.   Ce  qu'il  faut  connaître  pour 

pouvoir  se  prononcer  à  cet  égard,  ce  n'est  donc  r» 

pas  seulement  le  point  extrême  de  rupture  D,  I 
niais  la  courbe  tout  entière;  celle  qui  esl  figurée 
par  exemple  par  le  tracé  n"  2,  bien  que  corres- 
pondant à  un  effort   final  moins  élevé   que   le 
nMja  cependant  une   résistance  vive   d'élasli- 
fi'é  et  de  rupture  plus  grande  et  est  par  suite 
susceptible  d'éteindre  une  force  vive  plus  con- 
sidérable. Un  autre  exemple  remarquable  de  l'importance  de  la  forme 
(1b  la  courbe  en  question  est  donné  par  la  comparaison  des  deux  échan- 
tillons caraclérisés  par  les  chiffres  suivants  (')  : 


Fig.  11 


Fer 

■D  boii,  très  doux. 
Courbe  H. 

Fer  Irte  phoiphoroui. 
C«nrb«  H'. 

fi^istuce  par  m/m  carré  A  la  limite 
d'éluticit-é 

10*,7 
37,2 

21  ,e  v. 

30*,0 

Résisluice  pai  m/m  carre  à  la  mptare. 

âUoDgement  correspondant  à  larapture. 

40.0 

22  ,0  "/.. 

Vt\UtnHaiix  à  l'Exposition  de  1878  par  Lelnstour,  psed  77. 
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Supposons  que  deux  barreaux  faits  avec  ces  fers  présentent  l'un  et 
l'autre  une  paille,  par  suite  de  laquelle  leur  résistance  totale  à  la  rup- 
ture ne  soit  plus  égale  qu'à  Sd;  on  peut  admettre  que,  malgré  cela,  les 
courbes  H  et  H'  resteront  sensiblement  les  mêmes,  de  sorte  que,  si  nous 
menons  Thorizontale  S  S',  nous  voyons  que  les  résistances  vives  de  rup- 
ture sont  alors  mesurées  par  les 
aires  A  H  A,  Air  A',  et  par  suite  la  barre 
phosphoreuse,  qui  avait  primitive- 
ment un  avantage  notable,  présente 
maintenant  par  rapport  à  l'autre  une 
infériorité  extrêmement  marquée.  On 
voit,  par  ces  exemples,  l'intérêt  réel 
qu'il  y  a  à  se  servir  d'appareils 
d'essais  qui  soient  disposés  de  ma- 
nière à  donner  un  tracé  des  courbes  en  question,  dont  la  connaissance 
ne  doit  pas  cependant  dispenser  d'épreuves  de  choc. 

Les  considérations  précédentes  mettent  en  évidence  l'eflfet  désastreux 
que  produit,  au  point  de  vue  de  la  résistance  aux  actions  dynamiques, 
un  rétrécissement  notable  de  section  tel  que  KK'  pratiqué  sur  une  petite 
portion  de  la  longueur  d'une  tige:  AH D  étant  par  exemple  la  courbe 
relative  au  n*  1,  nous  admettrons  que  celle  qui  se  rapporte  au  n**  2  est 
la  même  (ce  qui  ne  s'éloigne  pas  notablement  de  la  vérité);  seulement 
elle  s'arrêtera  au  point  H  tel  que  l'ordonnée  II  h  soit  égale  à  la  charge 


Allonge*  totaux 
FIg.  12 


N*'l    N''2  W'^     N*'*     N"5 


K      K' 


X 

«0 

O 

O 
«V- 


Fig.  13 


AlloiitrcmciiU  totaux 


(Ui  rupture  qui  correspond  à  la  section  réduite  (*).  La  résistance  vive  de 
ru[)ture  sera  donc  diminuée,  puisqu'elle  est  alors  mesurée  par  l'aire 
A  n  A,  et,  pour  l'augmenter  sans  rien  changer  à  l'effort  final  Sd,  il  suffira 
rir;  raboter  la  tige  de  façon  à  lui  donner  partout  même  section  comme 


ii)  Nous  sapposons  que  la  charge  de  rupture  par  millimètre  carré  mesurée  sur  la  section  la 
j>lus  réduite  est  la  môme  dans  un  barreau  enUillé  (no  2)  et  dans  un  barreau  cylindrique  (no  1  et 
n"  3).  En  réalité  il  n'en  est  pas  tout  à  fait  ainsi,  comme  nous  le  Terrons  plus  loin;  mais  notre 
foriclusion  n'en  subsiste  pas  moins. 


^^^^ 


^^ 
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on  le  voit  dans  le  n*  3;  on  aura  alors  une  résistance  vive  égale  à  AYSd, 
On  verrait  de  même  qu'il  y  a  bénéfice  à  donner  à  la  barre  n®  4  la  forme 
n*  5  qui  est  plus  légère,  résiste  à  peu  près  aussi  bien  aux  efforts  sta- 
tiques et  peut  éteindre  une  force  vive  plus  grande. 

Un  autre  fait  important  à  noter  à  propos  du  sujet  qui  nous  occupe, 
c'est  qu'un  corps  auquel  on  a  fait  dépasser  sa  limite  d'élasticité  est  de- 
venu moins  propre  à  résister,  sans  se  rompre,  à  une  action  dynamique 
d'une  grande  intensité. 

Soient  en  effet  ABD  et  A'B'D  les  courbes  correspondant  à  Tétat  naturel 
du  corps  et  à  celui  qui  résulte  d'un  allongement  préalable  A6'.  Nous 
avons  vu  que  la  portion  A'B'  peut  être  considérée  comme  étant  sensible- 
ment une  ligne  droite  parallèle  à  AB;  la  résistance  vive  d'élasticité  se 
trouve  donc  alors  représentée  par  l'aire  A'B'6'  et  par  suite  elle  est  aug- 
mentée; mais  en  revanche,  et  quelles  que  puissent  être  d'ailleurs  au 
juste  la  foraae  et  la  direction  du  contour  B'A',  l'existence  d'une  défor- 


Fig.  li 


mation  permanente  a  pour  effet  inévitable  de  réduire  la  force  vive  de 
rupture  (aire  A'B'Dd  au  lieu  de  ABDd).  La  déformation  artificielle  d'un 
métal  lui  permet  donc  de  supporter,  sans  changement  permanent  de 
forme,  des  charges  plus  élevées,  ce  qui  est  à  coup  sûr  un  avantage  ; 
mais  elle  a  Tinconvénient  beaucoup  plus  grand  de  le  rendre  moins  pro- 
pre à  subir  un  choc  accidentel  très  énergique;  c'est  pourquoi  on  doit, 
en  principe,  la  regarder  comme  désavantageuse.  En  particulier,  dans  les 
essais  qu'on  fait  subir  aux  constructions  pour  s'assurer  de  leur  solidité, 
il  faut  bien  se  garder  de  franchir  le  point  où  les  changements  perma- 
nents de  forme  commencent  à  acquénr  des  valeurs  appréciables.  Après 
un  essai  à  outrance,  il  y  a  lieu,  pour  rendre  à  la  construction  sa  sécurité 
primitive,  de  changer  les  pièces  qui  ont  contracté  des  changements  no- 
tables de  forme  ;  sans  cela  on  serait  exposé  à  voir  la  rupture  se  pro- 
duire sous  Taclion  de  chocs  bien  inférieurs  à  ceux  que  la  matière  a  pu 
supporter  une  première  fois  et  qui  pourraient  par  suite  sembler  sans 
danger  aux  yeux  d'un  observateur  superficiel.  Si,  au  contraire,  la  défor- 
mation permanente  produite  est  assez  faible  pour  ne  réduire  que  de 


-  -  -77.  prç<jc- 
.-.  _  -e  d'une 


K  K  ées  dKics  locaux. 


fMfrf  1»  fiiar»drT*p^  •fot  ^-  -:-.  r  .*  i"  r.-  î -T-'  i-^li-'ilement  tjiic 
fif  f^^f^*  -h»-  »  t^fjtAT*  -*■  -■.--;,-•■-  -  ---  :-~  ■-;r:.::sl.inces  lellcs 
»|M>ri*  f*»»*-  MrtiliT  •lOwiiU,'  ■--:-■  -  :.  1"-  :.  a  :  i"^  W?  parties  du 
tmiK.  «Jrw  '/«a  y  xil  tii»^»'  :.  ;.•;:.-  'J-.I-il-M  ••■•Eî'-^ntrée  sur  un 
p/Ati*  'i^t'fiuiti'-  il  •*  ph-**nj''-  ■-:.  ■■■-?■■■>.:.  '..  ■a.L.-ç  d?  circonslances  où 
N'M»'  hy\ii%\\u'f  «'«l  «'ifRuirti.'.*^:.!  ''  ■:.-  ".e  a  la  rr:i^té:  f'esl  parexem- 
|rff'  r..  f|iii  /irf,tt<  \,uur  Mu-  I.a,'-'-  «■('>■  ;'..ri  i-!,an*e  luntritudinalement  ou 
tfiit»i>tr'i*N|i.fft«<(,)  i|i'(rf,li|>i  ;illa:il  'ii  T-jj^saut  dune  manière  rapide  mais 
Kiit(lH»-llt' 'JtiM)t('ii  l'i'rlairn-  *;il'-"ir  nj^ximuni;  el  arquérant  ainsi  une 
<''ii|ii|li«  f'it'K  \Ut'  ijiil  l'-t  l'-li'iiilt',  dans  h's  condilions  que  nous 
wvi.t)*  ltt'|»(fji'n-«  Ixiil  n  riii'iir<',  par  le  travail  moléculaire  développé.  Tel 
iihI  l'itiiiti'  II-  l'iiH  fpii  m-  r''ir''iiitre  dans  l'aclion  exercée  sur  une  bielle, 
un  iiiM'  iiiajiliKll",  UN  ■■iir-uri'  un  balancier  de  machine  sous  l'action  con- 
tlMir  iMiii'<  riifi  lutiiiiK'iit  t;i)'i;iblii  du  piston  à  vapeur  dont  la  vitesse  eL 

|iiii  "iiili'li Irndlnii  iliiMiL'''iil  il  cliaque  instant  de  valeur.  Ce   serait 

I"  Il  |"ii  I- -H  i|iii  ^,.  iiréseiiterait  pour  un  mur  ou  un  obstacle 

iiiii'Ihi;iii'  1 Il'  Il  S'uliir  l'i^Hiirl  lent  et  ^'raduel  d'une  certaine  masso 

lliitilo  l'i  II  I III  ii''i*i  iliiiis  1MII  iiiiiuvcnient.  Dans  ces  diverses  circonslances 
lu  iiii<i'>l(iiiiii  *hi>  ili'  l'ub^Luli'  l'sl  mise  en  jeu,  mais  elle  l'est   sans 

ii[|ii>i   |iiii|iirt I   ilil;    |iiiiii    la  si>lulion  du  problème,  une  seulechose 

iinhii'i'itn-dli 'ni Il  II'    y  i-yl  II)  xaU'urde  la  demi-force  vive  à  éteindre, 

i>t  pi'U  mipoitn  mJiiI'»  lit  rn^'i'ii  iloiil  h<K  facteurs  m  et  v  entrent  dans  la 


|iu'  les  choses  se  passent  toii- 
iilomoiil.  quand  il  v  a  une  cer- 
I  lie  00  qu'une  masse  animée 
i-.-.l  sur  uv.o  [vrlion  Bmitée  du 
;  i',-. ■,•.,::■.; :.i-s  p'.us  ou  moins 
:  .>,  i  :::  0  ;-",-v.i:;o  de  cuirasse 
,  ■■-  ■;..■:  s  :r-,s  fwu  étendue, 
■-,■  ,.\  ^.:.  : .:  n  suJont  ne  se 
i\  .".  s^  ■.,-..■:>.:  f^r-.vmeDl  une 
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iléfornialion  locale  plus  ouiiioinsaccentuéeet  parfois  tellement  forte  que 
l**  corps  se  désagrège  dans  la  région  touchée,  tandis  que  les  autres  par- 
livs  sont  encore  resloes,  ou  a  peu  prés,  dans  leur  état  primilif.  Pour  une 

valeur  donnée  de    =-  m.  «',  plus  v  sera  faible,  moins  l'action  locale 

ilont  nous  veuons  de  parler  sera  forte  et  plus  on  s'approchera  par  con- 
séquent du  cas  d'une  action  dynamique  uniforme  et  graduelle  dontl'ef- 
ffl  a  été  étudié  au  paragraphe  précédent. 

L'élude  théorique  complète  des  phénomènes  de  ce  genre  a  donné  lieu 
à  des  travaux  de  la  plus  savante  analyse;  ce  qui  complique  notable- 
ment la  question,  c'est  que  la  masse  choquante  reste  unie  à  la  masse 
riioquée  au  moins  pendant  les  premiers  instants  de  la  rencontre  et  les 
phénomènes  deviennent  singulièrement  plus  complexes  {').  Nous  nous 
bornerons  ici  à  faire  purement  el  simplement  remai-quer  que,  dans  le 
eus  actuel,  ce  qu'il  faut  tâcher  de  réaliser,  c'est  que,  dans  la  partie  cho- 
quée  el  dans  son  voisinage  immédiat,  des  déplacements  moléculaires  un 
peu  étendus  puissent  se  produire  sans  amener  une  désagrégation  en  ces 
points,  en  donnant  ainsi  îi  l'ébranlement  produit  le  temps  de  se  propa- 
^r  dans  toute  la  masse  dont  le  ti-avail  moléculaire  pourra  alors  entrer 
en  jeu  pour  éteindre  la  force  vive  de  la  masse  mobile.  La  parlie  choquée 
ayant,  comme  nous  le  supposons  ici,  une  faible  élendue,  on  se  trouve 
alors  évidemment  dans  le  cas  d'un  barreau  très  court  à  qui  l'on  demande 
de  supporter,  sans  se  rompre,  un  choc  assez  intense  ;  l'allongement 
proportionnel  dont  nous  parlerons  bientôt  n'a,  dans  ce  cas,  plus  rien  à 
voir  avec  le  phénomène,  tout  repose  sur  V  allongement  de  striction 
{%  \%),  el  nous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  capitale,  c'est  que,  pour 
pouvoir  résister  aux  chocs  proprement  dits, 
un  corps  devra  non  souleniont  être  tel  que 
la  force  vive  de  ruijture  donnée  par  l'aire 
du  la  courbe  ABDtf  ait  une  valeur  assez 
grande,  mais  encore  que  l'allongemenl  de 
striction  soit  considéra hle.  l^i  celle  dernière 
coodilion  n'est  pas  remplie  ou,  en  d'autres 
termes,  si  le  métal  considéré  n'est  pas  ductile,  '*' 

il  pourra  peut  être  subir  sans  aucun  danger  une  déformation  notable 
quand  on  aura  affaire  à  une  barre  un  peu  longue  sur  laquelle  on  agira 
:tvec  précaution,  mais  il  n'en  sera  pas  moins  aigre  et  cassant  dès  que  le 
changement  de  forme  qn'oii  essaie  de  produire  sera  concentré  sur  un 

(1)  Oa  Irouven  un  eiposi'  de  rtiislarique  de  la  question  dtns  la  pnirani  do  la  Réiittance  Aet 
Solides  parNivier  ol  do  Sninl-VeDonl,  page  CCXIV.  —  Voir  égalcmonlla  Théorie  de  l'étatlicité 
lies  lorps  sulides  par  Clebscli  el  de  Ssint-Vanaul,  ptge  iSO.a  el  suivantas. 


515 


-  30- 


espace  très  resireintC).  D'une  manière  générale  on  peul  dire  que  les 
corps  n'ay^iil  que  peu  ou  poinl  de  striction  sont  cassants  sous  l'in- 
fluenre  d'un  --hoc  local,  loul  en  pouvant  cependant  être  excellents  pour 
éleindre  um-  force  vive  considérable  à  condition  que  celle-ci  consiste 
en  une  action  dynamique  graduelle  qui  fasse  travailler  d'une  manière  à 
peu  près  égale  toutes  les  particules  du  corps  :  tel  est  en  effet  le  cas  qui 
se  présente  pour  les  ressorts  en  acier  trempé  ($  15).  Il  y  a  la  pour  l'in- 
génieur un  ihamp  d'études  et  d'observations  extrêmement  vaste  sur 
lequel  il  nous  a  paru  utile  d'appeler  l'attention.  En  raison  de  la  com- 
plexité du  siijiH,  il  est  nécessaire,  pour  être  complètement  renseipnc' 
sur  les  propriétés  de  toi  ou  tel  métal,  d'entreprendre  des  expériences 
directes  de  choc  et  encore  convient-il  de  remarquer  que,  dans  ce  genre 
d'essais,  des  précautions  nombreuses  sont  nécessaires  pour  avoir  des 
résultats  coni)iarable8  entre  eux.  Le  rapport  de  la  masse  choquée  à  la 
masse  choqiKiute  et  par  suite  la  hauteur  de  chute  ont  une  importance 
considérable,  il  en  est  de  même  de  la  température  qui  doit  être  notée 
avec  soin  ;  eii£n  il  est  nécessaire  que  les  supports  qui  servent  de  points 
d'appui  soient  aussi  rigides  que  possible,  sans  quoi  ils  absorberont  par 
leurs  défonnalions  une  partie  sensible  de  la  force  vive,  et  il  sera  impos- 
sible de  sa\oii'  celle  qui  est  éteinte  en  réalité  par  la  pièce  expérimentée. 
En  principe  on  peul  dire  qu'on  ne  peut  guère  comparer  entre  elles 
des  épreuv(^s  de  celte  nature  que  si  elles  ont  été  faites  au  moyen  des 
mêmes  appareils  et  dans  des  conditions  identiques  ;  il  en  est  de  même 
à  plus  furlf  raison  s'il  s'agit  d'essais  dans  lesquels  le  choc  est  produit 
par  den  njnv  cris  absolument  différents,  comme  la  chute  d'un  poids  ou 
la  délonalii"iJ  'ii.'  substances  explosives  telles  que  le  fulmi-colon  employé 
par  M.  AU;nLi-:on  dans  les  recherches  exécutées  par  cet  expérimenta- 
teur (•)- 


S IS.  —  Effets  produits  par  la  répôtitlon  des  actions 
dyxukinlques. 


Une  élude  qui  présente  une  importance  aussi  grande  que  les  recher- 
ches de  Wa'liler  est  celle  des  effets  produits  par  des  actions  dynamiques 

(I)  C'est  par  eiempla  m  qai  •  lîea  tTee  I«s  tciers  phosphortui  :  laar  cliirga  de  iupturc  i  ti 
trulioa  lul  éleiée  ul  l'tlIongeiMnl  proportioaiial  conwpondaDi  «*l  grand,  miis  ili  n'ont  qn^  P^ 
da  ilriction,  iiu<m  ^oDt-ilf  fragiUt. 

(i)  pour  cnnii»t<-t  la  réiiiUnce  *n  ctioe  dg  diisrass  tAles,  H.  Adusson  le»  pUfiît  mr  oH 
•aelDino  nunii!  'I*iiii  éfidenient  eireoltira  «(  hîMit  détoner  uns  charge  de  falmi-colon  platétà 
t  tMoUina  lie  coiitirnËlrM  au-deetiu  de  e«  poiat. 
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incessammennl  renouvelées.  L'influence  que  cette  répétition  indéfinie 
exerce  sur  la  résistance  des  corps  est  jusqu'ici  peu  connue;  un  petit 
nombre  seulement  d'expériences  ont  été  faites  à  ce  sujet,  et  elles  ont 
parfois  donné  des  résultats  contraires  à  ceux  qui  semblaient  probables 
au  premier  abord;  les  considérations  suivantes  montrent  en  effet  com- 
bien cette  question  est  complexe,  indépendamment  des  modifications 
soit  temporaires,  soit  permanentes,  que  les  vibrations  incessamment 
renouvelées  des  molécules  peuvent  faire  subir  aux  propriétés  physiques 
ou  cbimiques  des  corps. 

Si  l'on  trace  la  courbe  AHD  qui  lie  les  allongements  aux  efforts  cor- 
respondants, on  sait  que  l'aire  AHDrf  donne  la  demi-force  vive  que  le 
métal  est  susceptible  d'absorber;  mais  ce  qu'il  importe  essentiellement 
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de  remarquer,  c*est  qu'il  n'eU  capable  de  le  faire  qxCune  fois  pour  toutes^ 
après  quoi,  s'il  n*est  pas  brisé,  il  ne  pourra  plus  développer,  comme 
nous  l'avons  vu,  que  le  travail  moléculaire  représenté  par  Taire  M,  et  il 
sera  à  la  merci  du  premier  choc  dont  la  force  vive  sera  supérieure  au 
double  de  la  surface  en  question. 

U  résulte  évidemment  de  là  que  la  question  de  la  résistance  aux 
actions  dynamiques  ne  doit  pas  être  envisagée  de  la  même  manière  sui- 
vant qu'on  se  propose  soit  de  pouvoir  simplement  supporter  au  besoin 
un  choc  fortuit,  accidentel  qui  ne  se  présentera  peut-être  jamais,  au  moins 
avec  son  intensité  maximum,  soit  d'être  en  mesure  de  recevoir  indéfi- 
niment une  série  prévue,  certaine  de  chocs  provenant  du  mode  même 
de  fonctionnement  des  organes  en  mouvement.  Ce  qu'on  doit  rechercher 
dans  le  premier  cas,  c'est  une  résistance  vive  de  rupture  considérable, 
tandis  que  dans  le  second  il  semble  préférable  d'avoir,  par  un  moyen 
quelconque,  une  certaine  résistance  vive  élastique,  S  par  exemple,  au 
moins  égale  à  la  demi-force  vive  à  éteindre.  Si  cette  condition  n'est  pas 
réalisée  par  l'aire  M,  il  ne  peut  s'établir  aucun  état  moléculaire  stable  et 
définitif  capable  de  résister  aux  actions  dynamiques  qui  s'exercent  sur  le 
corps;  rexislence  de  ce  dernier  sera  comptée  comme  celle  d'un  organisme 
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vivant,  el,  après  avoir  éteint  en  un  certain  nombre  de  fois  une 
quantité  plus  ou  moins  considérable  de  force  vive,  il  se  brisera  en  mor- 
ceaux. On  comprend  donc  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  un  métal 
n'ayant,  il  est  vrai,  qu'un  faible  allongement  final,  mais  caractérisé  par 
une  grande  charge  de  rupture  Nw  puisse  donner  d'excellents  résultats  ; 
en  particulier  de  l'acier  fortement  carburé  pourra  être  préférable  à  de 
l'acier  doux  pour  des  tiges  de  marteaux-pilons,  des  bielles  de  machines 
à  vapeur  à  grande  vitesse,  etc.  (*).  On  pourra  même  avoir  intérêt  à  faire 
usage  dans  certains  cas  d'acier  dur  trempé;  c'est  ce  qui  arrive  par 
exemple  pour  les  ressorts  qui  constituent,  comme  on  le  sait,  le  type  des 
corps  propres  à  emmagasiner,  à  absorber  un  nombre  indéfini  de  fois, 
sans  déformation  permanente,  une  certaine  quantité  de  travail.  Chose 
remarquable,  les  corps  de  ce  genre  présentent  généralement  cette  par- 
ticularité que  leur  allongement  de  striction  est  très  faible  ou  parfois 
même  presque  nul  :  en  même  temps  qu'ils  sont  excellents  pour  suppor- 
ter des  actions  dynamiques  graduelles  indéfiniment  répétées,  ils  sont 
donc  absolument  impropres  à  résister  à  un  choc  local  (§14);  c'est  ce 
qu'on  exprime  souvent  en  disant  qu'ils  sont  fragiles  ou  cassants.  Au 
premier  abord  ces  deux  particularités  peuvent  sembler  incompatibles  l'une 
avec  l'autre;  mais,  après  les  explications  que  nous  avons  données,  il  est 
facile  de  comprendre  que  la  contradiction  observée  n'est  qu'apparente. 


§  16.  —  Charges  qu'il  convient  de  faire  supporter  aux  corps. 

Les  actions  dynamiques  étant  en  général  celles  dont  les  effets  sont  le 
plus  à  redouter  dans  une  construction,  il  importe  évidemment  de  con- 
server en  entier  aux  matériaux  leur  aptitude  à  résister  aux  chocs,  et  par 
suite,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  convient  de  faire  en  sorte  que 
leur  limite  d'élasticité  ne  soit  jamais  dépassée  même  sous  l'influence 
des  efforts  accidentels  qu'ils  peuvent  avoir  à  supporter.  Si  l'énoncé  de 
la  condition  à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire  se  présente  sous  une  forme 
assez  simple,  il  cesse  malheureusement  d'en  être  de  même  quand  on 
arrive  à  l'application  pratique,  et  cela  pour  deux  séries  principales  de 
raisons  que  nous  aUons  examiner  successivement. 

(1)  Dans  des  expériences  ftdtes  par  M.  MetcaU  sor  une  petite  machine  faisant,  sans  charge, 
ISOO  tours  par  minute,  les  bielles  motrices  ayant  une  teneur  en  carbone  rariant  de  0,30  0/0 
(acier  doux)  à  0,85  0/0  (acier  très  dur)  ont  d'autant  mieux  résisté  qu'elles  étaient  plus  earbu- 
rées;  des  effets  analogues  ont  été  constatés  sur  une  tige  de  marteau  pilon  à  vapeur  (voir  VEngi- 
neer.  i^  semestre  1878,  p.  28,  et  la  Revue  universelle  des  Mines  de  Liège,  i^*'  semestre 
1878.  p.  506). 
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En  premier  lieu  la  valeur  maximum  et  parfois  la  nature  même  des 
forces  qui  sont  appliquées  aux  pièces  d*un  édifice  ou  d'un  ensemble 
mécanique  ne  sont  souvent  connues  que  d'une  manière  imparfaite. 
Prenons  par  exemple  un  cas  aussi  simple  que  possible  :  les  boulons  qui 
relient  un  cylindre  de  machine  à  son  couvercle  ont  à  résister  non  seu- 
lement à  la  pression  de  la  vapeur,  de  l'air  ou  de  l'eau  motrice,  mais 
encore  à  la  réaction  élastique  qui  est  due  au  corps  formant  le  joint  et 
qui  peut  atteindre  un  chiffre  assez  élevé  s'il  s'agit  d'une  matière  exten- 
sible comme  le  caoutchouc;  ils  subissent  en  outre,  par  suite  de  l'incH- 
naison  des  filets  de  leurs  écrous,  des  efforts  de  torsion.  Si  le  portage  de 
leur  tète  n'est  pas  suffisanmient  parfait,  ils  peuvent  être  également  sou- 
mis, dans  le  voisinage  de  celle-ci,  à  un  moment  plus  ou  moins  considé- 
rable de  flexion  ;  enfin  il  est  impossible  de  savoir  d'une  manière  précise 
comment  se  répartit  entre  eux  l'effort  total  que  leur  ensemble  est  appelé 
à  équilibrer.  Il  est  facile  de  comprendre  que,  pour  un  organe  moins 
simple  que  celui-là,  la  complication  peut  être  encore  plus  grande  sur- 
tout s'il  est  mobile,  ce  qui  conduit  alors  à  tenir  compte  des  forces 
d'inertie.  Dans  le  cas  d'un  ensemble  complexe,  les  réactions  exercées 
par  les  organes  les  uns  sur  les  autres  ainsi  que  par  les  points  d'appui 
sont  souvent  fort  difficiles  à  évaluer  et  elles  éprouvent,  sous  l'influence 
des  changements  de  température,  des  modifications  quelquefois  consi- 
dérables; à  un  moment  donné,  des  forces  mal  définies  ou  imprévues 
peuvent  entrer  en  jeu,  par  exemple  la  pression  du  vent  sur  une  toiture, 
une  couche  épaisse  de  neige,  etc.  Si  de  pareilles  incertitudes  existent 
au  sujet  d'efforts  statiques  ayant  une  intensité  constante,  il  en  est  de 
même  à  fortiori  quand  cette  dernière  varie  d'une  façon  incessante 
comme  dans  les  expériences  de  Wœhler;  dans  le  cas  enfin  où  il  y  a  des 
forces  vives  à  éteindre,  des  chocs  à  supporter,  les  phénomènes  devien- 
nent encore  plus  complexes.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  plus 
longuement  sur  ce  sujet,  nous  voyons  que  l'une  des  bases  essentielles 
sur  lesquelles  doivent  reposer  nos  calculs,  c'est-à-dire  les  forces  en  jeu, 
ne  nous  est  connue  bien  souvent  que  d'une  manière  imparfaite. 

En  second  lieu,  nous  avons  besoin  de  savoir  quelle  est  la  charge  par 
millimètre  carré  qui  commence  à  altérer  l'élasticité  de  chacune  des  ma- 
tières que  nous  sommes  appelés  à  mettre  en  œuvre.  Une  pareille  déter- 
mination est  en  général  délicate  et  exige  en  tout  cas  d'assez  longues 
expériences;  il  faut  en  effet  opérer  sur  de  nombreux  échantillons,  appré- 
cier le  point  où  les  déformations  permanentes  commencent  à  être  sen- 
sibles et  où  la  loi  de   proportionnalité  cesse   d'être   satisfaite  (*).  Le 

(1)  L'Aiftticimètre  enregistrear  dont  nous  arons  parlé  aa  paragraphes  est  excoHent  pbur  celte 
détennination. 
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4/,..."^  >^^//."  ^/-  V,  ;  ^  i»r**.r  i*r  ;•.'.*  l  y^^^n^^  ir.'rlé.  ou  subiront 
''j'  -'  .'ç .''  ^  u^/..':.*^  /,-:.*  » ..  *:/.  jc^  -  li^  ;»rr^:!i:i.-rle>  et  l'appréciation  du 
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tr!Ar^'4(,t  ';/  it  <•;>,/  ,.<  ».;,'.;,  ;ir;/v.,  -".-rr.t  *e:i-ijîi>Ies  du  moins  analogues 
>#^^/  j<f /''/";/',',?<,  fi//r?  i/rit  ^r;,^r/. .,'.:•%  ô^  mîiîériaui  à  mellre  en  œuvre. 
••  »/  hh  iftu  (i%  Ail  f'Ofdrhiftr,  tU:  Uihl  cLoI-Ir  s«^n  puiril  de  dépari,  il  aura 
h  tt"}nitié:r  f\h  irtit'f*:^  ui*'^ré,ui\jU:^  i'ii  d«'pit  des  soi-disant /octettf»  de  se' 
I  ufiiv^  /(m),  \tM^u  %h\\si'U\^  u<t  ^huV  giiére  autre  chose  que  des  coefficient 

1/^*5  Vf'iiiiUith  iiuxuufln  ifU  ent  en  général  conduit  en  opérant  de  celte 
(niiMh'K*  im'MVI'mI  hiî  réhunier  nirini  qu'il  suit. 

Vttuv  |n«  r'nnMlniclldîiH  «  t<îm;  qui  ne  sont  pas  soumises  à  des  chocs  de 
qiM'Iqiin  liii|iorl/iiir<î  ot  dHHH  hîsquellos  les  forces  en  jeu  ne  varient  p35 
iHihihh'iiinnt  do  MiliMir  (i  chaque  instant,  on  adopte  souvent  une  char^v 
ÔM»«I''M  ht  niollh'MMivIron  (hu'olloqui  altère  l'élasticité,  et  parfois  moiiivire. 
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Pour  des  pièces  soumises  à  de  grandes  trépidations  et  à  des  efforts 
incessamment  variables,  on  descend  souvent  au  quart  ou  au  cinquième 
de  celle  valeur  au  lieu  de  la  moitié  ;  ce  rapport  varie  d'ailleurs  d'un 
organe  a  l'autre  et  ne  peut  avoir,  a  priori,  rien  de  bien  déterminé,  comme 
cela  résulte  de  tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment  (§  12  et  suivants). 

Pour  un  assez  grand  nombre  de  matériaux,  la  limite  d'élasticité  n'est 
pas  connue  ou  elle  ne  Test  que  d'une  manière  tout  à  fait  imparfaite,  soit 
à  cause  des  difficultés  que  présente  sa  détermination,  soit  par  suite  du 
manque  d'expériences  suffisamment  nombreuses  à  ce  sujet.  Dans  ce  cas 
on  est  forcé,  faute  de  mieux,  de  se  baser  sur  la  résistance  à  la  rupture  (*) 
qui  est  beaucoup  plus  facile  à  apprécier,  mais  dont  le  rapport  à  la  quan- 
tité précédente  varie  beaucoup  suivant  la  nature  du  corps.  En  général, 
on  admet  alors  que,  pour  les  constructions  à  terre  n'ayant  pas  de  chocs 
à  subir  et  soumises  à  des  efforts  d'intensité  à  peu  près  constante,  la 
charge  peut  varier,  suivant  les  corps,  entre  le  quart  et  le  dixième  de 
celle  qui  correspond  à  la  rupture.  Pour  des  édifices  temporaires,  on 
multiplie  souvent  les  chiffres  précédents  par  1,8. 

Dans  les  tableaux  que  nous  donnerons  par  la  suite,  nous  supposerons 
qu'il  s'agit  de  constructions  permanentes  n'ayant  jamais  de  chocs  vio- 
lents à  subir  et  soumises  à  des  forces  dont  la  valeur  n'éprouve  pas  des 
changements  incessants  de  quelque  importance. 

§  17.— Limites  dans  lesquelles  les  formules  de  la  Résistance 

des  matériaux  sont  applicables. 

Dans  toutes  les  formules  de  la  Résistance  des  matériaux,  on  suppose 
les  allongements,  les  raccourcissements  et  les  glissements  proportion- 
nels aux  efforts  qui  leur  donnent  naissance;  elles  ne  sont  donc  appli- 
cables que  dans  le  cas  où  cette  loi  de  proportionnalité  entre  la  cause  et 
les  petits  effets  peut  être  admise,  c'est-à-dire  quand  l'élasticité  n'est 
altérée  en  aucun  point.  A  partir  de  ce  moment,  les  formules  en  question 
nunt  pas  de  rapport  avec  la  réalité  des  choses. 

11  importe  de  remarquer  que,  dans  plus  d'un  cas,  la  limite  en  question 
est  franchie  avant  qu'on  voie  se  produire  des  déformations  permanentes; 
c'est  ce  qui  arrive,  en  effet,  lorsque,  la  fatigue  ne  se  répartissant  pas 

(1)  Un  certain  nombre  d'ingénieurs  ont  pensé  qu'il  était  toujours  préférable  de  ne  considérer 
qoe  la  force  qui  produit  la  rupture  ;  cette  manière  d'envisager  les  choses  a  l'inconyénient  de  ne 
pu  &ire  connaître  les  charges  qui  déterminent  des  déformations  permanentes  souvent  inadmissibles 
00  bien  des  modifications  de  contexture,  et  qui  peuvent  par  suite  amener  ultérieurement  la  des* 
tnction  du  corps.  Les  phénomènes  de  la  rupture  sont  loin  d'ailleurs,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  de  se  présenter  sous  une  forme  simple,  et  les  lois  auxquelles  ils  sont  soumis  sont  fort  com- 
plexes et  mal  connues. 


î  I'  —  «  - 

'Vn!.*;  rr,A'  i^*  ini''.rni»,  .p^  par*:*»^  '.&^  moras  'raihies  nu  ies  suim:^ 
wrf(ipr.r.-ir>««  S-,r'«rii.  lauH  >h  r— j^ona  ■ii';a  iiIitt^*,  .es  sioief-iiles  ;i 
rnWjrr.^.  ai;i!/7"  --îW.   ■-T'»  ,min  piVii-uQ:»  prnu[i-*»î«.  Li  ftrnie  pr=- 

ri*'»ir**;  nn'H  -^r,  'rr-.r.-'  lt»s  *ti>mpifi  puait  anus  parierin»  ie  la  r»*- 
«î^tiinfiï  â  ^  ru.i  11-»  par  Seti.n  et  par  Mrsioa  >ft  mas  iiitliqn«-r>Qs 
ifiiAlfliit*  f'.niiui'"»  pTTnt^'i^r.t  ■;>»  pr"v  ,ir  -l'  me  auinier^  plus  -m  nuîins 

r/irr-fr^  n«.ti«  --^nori!!  de  \f  îiro.  >s  'immie»  -ii»  ta  BesLstaare  des  ma- 
ffîrMiit  «"ipp»-"»!!!  'ii'ijf-iirs  ipie  r^iiïmer.îai.i.n  'i'i  Li  'limmat:oQ  rela- 
tive «lu  'l.^tarii'ft  -î"!  leiii  «■.■-[■"•n;^'*  vi;L:»i.ii^  est  -îxlnHnemi^nt  ^ible  :  il 
It'j  a  'i'-ft^.  p'.tir  '■••  T'-  '■*'ir''''^i^i**  i*^  *iijet  ijn:  cuis  mviipe.  aa<Tine  con- 
^'.i.'l'.fi  î»  lii-'W  -l  p-i-jai-^  *rfft-pt iitri  sur  'It^  ndbstanres  extrvmement  défor- 
(nKhlf^^  '•<-.nini<*  k  '•ar.ijtrticui',  ftans  I^qneli^  la  itihatioQ  ii<»3  «ii^tanceâ 
m/ji^n.la.rft*  p"*'!'  sllftinilrt^  un  rhlffre  très  élevé:  3  en  est  éTidemmenI 
*Jft  wi'mM  p^.'if  \^■^^  rt,rp<*  r(iii  se  présentent  â  im  état  plos  oa  moins  mou 
etff^blirii^ix  '■I  'ïui  sont,  en  réalits,  ijes  matières  mixtes  provenant  de 
H*(iiW»'*  pIoL'.l  ff.aifulés  *îue  solidifiée. 

iKUtR  le  fik*  \n»TW.u]ieT  ou  l'une  des  trois  dimensiosâ  d'un  solide,  ou 
trfiiii  d(rux  rl'-iitre  elle!)  sont  tréri  petites  par  rapport  â  la  troisième,  il 
)WUl  pArfatUïfnKnl  arriver  que  la  déformation  totale  éprourée  par  le 
PAirp»  *l»»«  Hii  certain  sens  ait  une  valeur  considérable  sans  que  cepen- 
dant ladinlanrA  (]'r(ieuxmo]é<rules  voisines  ait  éprouvé  autre  chose  qu'un 
RliHn((enii!iil  nHatif  très  faible.  Tel  est  par  exemple  le  cas  d'une  tige 
Mintii'inrf  d'un  Ivi  faible  diamètre,  d'une  plaque  mince,  d'un  ressort  de 
iiKirilre,  eu-.  :  «liiroi  «!»  diverses  circonstances  deux  sections  infiniment 
voisFiicH  jiiMni'nl  un  varier  qu'infiniment  peu  de  position  l'une  par  rap- 
jKH't  il  l'Bulrf,  liiiil  en  donnant  lieu  à  une  flexion  totale  très  considérable. 
i>iH  furiiiideH  (liT  lu  llésistance  des  matériaux  sont  encore  applicables  dans 
i-r^N  dlviirs  vim;  ninJH  11  ne  faul  pas  perdre  de  vue  que  cela  tient  unique- 
irii'Ml  «  relie  rircf>n»t(ince  toute  spéciale  qu'une  des  dimensions  au 
innliiH  du  curps  riiiiHidéré  est  infiniment  grande  ou,  pour  parler  plus 
i>xiii-Uinii<iil,  lixirt'iiienieiil  grande  par  rapport  aux  autres  (>). 

(1)  bini  l*rii|Hirllriill«r  d'nu  lima  mince  (lune  de  nuorl)  loumiM  tua  momtotSidiiMutH 
»  •  n  11) 

_  E.I  _  E.g.i' 
f  — "H""  "Î2M" 
nu  l't|<>l»nur  b  «ai  trti  bible,  p  l'est  tgelemeat  et  les  deax  nlrimiUi  de  la  lune  éptoo- 
ai  pir  ni|iporl  h  l'tulre  dai  dtpIicemsnU  coDsidénblea,  bien  qae  t'élutleiti  ne  loit  *llMe 
Il  (Mini  ilu  itnrp:  Ihini  eei  eaa  dcnpIioDnels  les  rarainlM  de  U  Rteistwce  da  maUriaBi 
li  Inujoiira  aiiiillrutili'i  puitque  le*  JéplieemaDli  relatîb  de  deux   niolécolas  sont  tMijous 
t|tl  «•  |irnilult  In  iii<'niO  (b^nomtns  que  dans  le  cas  d'une  poaln  ejtnl  des   diwenriaat 
w  nnlliitlrn  i>I  unn  longueur  inHninienl  grande. 


RÉSISTANCE  DES  PIÈCES  DROITES 

SOUMISES  A  DES  EFFORTS  STATIQUES 


CHAPITRE  II 


TRACTION 


TRACTION 


^  18.  ~  Phénomènes  généraux  de  la  tr&otlon. 


Nous  allons  maintenant  entreprendre  l'étude  des  divers  genres  de  dé- 
formation qu'on  peut  faire  subir  aux  corps  solides,  en  supposant  qu'il 
s'agisse  uniquement  d'efforts  statiques.  Après  avoir  traité  à  part  le 
cas  des  pièces  droites  et  celui  des  solides  courbes,  nous  aborderons  les 
problèmes  relatifs  aux  actions  dynamiques  ;  mais,  eu  égard  à  la  com- 
plexité de  la  question,  nous  nous  bornerons  à  donner  a  leur  sujet  quel- 
ques indications  générales.  Nous  supposerons  les  corps  homogènes, 
c'est-à-dire  constitués  de  la  même  façon  en  chacun  de  leurs  points  ;  il 
pourra  arriver  que  la  matière  dont  ils  sont  formés  offre  des  résistances 
variables  suivant  la  direction  des  efforts;  tel  est,  par  exemple,  le  cas  des 
cristaux;  mais  le  plus  souvent  nous  admettrons  qu'ils  sont  non  seulement 
homogènes,  mais  encore  d'élasticité  constante,  ce  qui  veut  dire  que  leur 
contexture  est  la  même  en  tous  sens,  et  qu'il  y  a,  par  suite,  identité  de 
propriétés  élastiques  quels  que  soient  le  point  et  l'orientation  que  l'on 
considère.  Des  corps  de  ce  genre  sont  dits  isotropes;  dans  la  nature  on 
n'en  rencontre  qu'un  très  petit  nombre  qui  satisfassent  réellement  à 
cette  condilion  :  tel  paraît  être  par  exemple  le  verre.  Les  métaux  fon- 
dus et  surtout  ceux  qui  sont  laminés  ne  sont  pas,  à  coup  sûr,  rigoureu- 
remenl  isotropes  ;  on  sait,  en  effet,  qu'ils  ne  présentent  pas  la  même 
résistance  dans  tous  les  sens.  L'écart  est  surtout  sensible  pour  les  bois 
qui  ne  sauraient,  en  aucune  façon,  être  rangés  dans  la  catégorie  en 
question;  toutefois  les  formules  déduites  de  la  supposition  de  l'isotropie 
paraissent  s'appliquer  d'une  manière  suffisamment  exacte  aux  divers 
matériaux  employés  dans  les  constructions  (sauf  les  bois  toutefois],  et 
;  admettrons  par  la  suite  que  cette  hypothèse  d'égale  contexturo 
en  tous  sens  peut  être  adoptée  dans  nos  recherches. 

.Nous  donnerons  le  nom  général  de  fibre  à  un  ensemble  de  molécules 
situées  sur  une  ligne  Active  parallèle  à  l'axe  de  la  pièce,  sans  que  cetla 
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dénomination  comporte  (sauf  cependant  pour  les  bois)  Tidée  d'une  liai- 
son spéciale  entre  elles. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  traction.  Soit  ABCD  une  pièce  droite  ho- 
mogène de  section  constante  solidement  fixée 
à  Tune  de  ses  extrémités  et  sur  laquelle  on 
exerce  un  effort  de  traction  T,  dirigé  dans  le 
sens  de  sa  longueur  et  passant  par  son  centre 
de  gravité;  si  cette  condition  n'était  pas  rem- 
plie, il  y  aurait,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  flexion  en  même  temps  que  traction  ('). 
Nous  supposons  que  l'effort  T  d'abord  nul 
va  en  croissant  lentement  et  progressivement, 
et  que  chaque  nouvelle  surcharge  est  appli- 
quée avec  assez  de  douceur  pour  que  l'équilibre 
s'établisse   lentement   et    sans   mouvements 
vibratoires.  Dans  ces  conditions  l'augmenta- 
tion  graduelle  de  la  charge  donne  lieu  à  trois 
ordres  successifs  de  phénomènes. 


Première  période.  —  Il  ne  se  produit  pas  de  déformations  perma- 
nentes ou  du  moins,  comme  nous  l'avons  dit,  eUes  sont  teUement  faibles 
que  le  constructeur  n'a  pas  à  s'en  préoccuper  pour  les  matériaux  qu'il 
met  en  œuvre.  Si  L  est  la  longueur  de  la  tige,  û  sa  section  (supposée 
constante)  et  l  son  allongement  total,  l'expérience  montre  alors  : 

1**  Que  l'allongement  par  unité  de  longueur  ^  est  constant  d'un  bout  à 

Là 

l'autre  de  la  pièce; 
2®  Que  cet  allongement  par  millimètre  courant -r-  est  proportionnel  à  la 

Là 


(1)  Pour  l'établissement  théorique  des  formales  de  la  traction,  il  est  nécessaire,  dans  la  théorie 
mathématique  de  l'élasticité,  de  supposer  non  seulement  que  la  résultante  T  des  efforts  de  traction 
appliqués  à  la  base  CD  passe  par  le  centre  de  gravité  de  CD,  mais  encore  que  les  efforts  en  ques- 
tion sont  répartis  uniformément  dans  toute  l'étendue  de  cette  bcue.  Comme  le  montre  l'expé- 
rience, ces  deux  modes  d'application  des  forces  de  traction  donnent  pratiquement  les  mêmes  résul- 
tats sauf  dans  des  régions  extrêmement  limitées  qui  sont  très  proches  des  points  où  les  efforts 
sont  réellement  appliqués  ;  si  donc  les  choses  sont  disposées  de  façon  que  les  régions  en  question 
ne  soient  pas  exposées  à  une  désorganisation  locale  (et  c'est  ce  que  nous  supposerons  toigours  §  3), 
il  n'y  a,  pour  nous,  aucune  distinction  à  &ire  entre  les  deux  modes  d'application  ci-dessns,  à  con- 
dition toutefois  que  la  longueur  de  la  tige  considérée  soit  suffisamment  grande  par  rapport  à  ses 
dimensions  transTorsales. 

Des  remarques  analogues  sont  applicables  à  ce  qui  concerne  la  compression,  la  flexion  et  la 
torsion.  (Voir  la  Théorie  de  Vélasticité  des  corps  solides  par  Glebsch  et  de  Saint-Venant, 
pages  lie,  174,  821). 
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T 

traction  —  qui  s'exerce  par  unité  de  section,  de  sorte  que  dans  ces 

conditions  on  a 

T 

û  ^ 

— -  ==  constante  =  E 


E  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  <f  élasticité  de  traction  ou  simple- 
ment le  coefficient  d'élasticité. 

Deuxième  période, —  Les  déformations  permanentes  commencent  à 
devenir  facilement  appréciables  et  Ton  dit  que  la  limite  d'élasticité  est 
dépassée;  les  allongements  croissent  alors  plus  vite  que  les  charges  et 
ils  n'acquièrent  leurs  valeurs  définitives  qu'au  bout  d'un  temps  plus  ou 
moins  long,  un  petit  nombre  de  minutes  seulement  avec  les  matériaux 
habituellement  employés  dans  les  constructions,  mais  parfois  plusieurs 
heures  et  quelquefois  même  davantage  suivant  la  nature  du  corps  et  la 
grandeur  de  la  traction  ;  mais,  tant  que  celle-ci  n'est  pas  trop  élevée, 
l'équilibre  finit  par  s'établir. 

Troisième  période.  —  A  partir  d'un  moment  extrêmement  variable 
suivant  la  nature  des  matériaux,  la  tige  expérimentée  éprouve  dans  une 
région  peu  étendue  un  allongement  notablement  plus  grand  que  dans 
les  autres,  accompagné  d'une  diminution  sensible  de  section  connue 
sous  le  nom  de  striction  ;  la  matière  s'étire  et  se  désagrège  sur  une 
certaine  longueur,  en  donnant  lieu  à  une  sorte  d'écoulement  d'un  corps 
solide.  On  constate,  en  outre,  qu'une  fois  cette  désagrégation  commen- 
cée, elle  continue  à  se  produire  (quoique  avec  une  lenteur  parfois  très 
grande)  sans  addition  de  nouvelles  charges  et  même  sous  l'action 
d'un  effort  moindre  que  celui  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  le  com- 
mencement du  phénomène  ;  il  en  résulte  qu'au  bout  d'un  temps  plus  ou 
moins  long,  le  barreau  se  brise  sous  l'action  d'un  effort  inférieur,  et 
quelquefois  de  beaucoup,  à  celui  qu'il  paraissait  capable  de  supporter 
aux  premiers  instants  (^).  C'est  surtout  avec  les  métaux  mous  et  ductiles 
tels  que  l'étain,  le  plomb,  le  zinc,  le  cuivre,  le  fer  extrêmement  doux 
que  cet  effet  est  sensible  et  par  suite  que  les  essais  de  traction  doivent 
se  faire  avec  lenteur;  il  l'est  beaucoup  moins  dans  les  matières  qui  ne 

(1)  Pour  obsenrer  facilement  ce  fait,  il  faut  produire  la  tracUon  non  pas  au  moyen  de  poids 
donnant  un  effort  constant,  mais  à  l'aide  d'un  dispositif  tel  que  ie  moindre  allongement  du  bar- 
nta  donne  lieu  à  une  réduction  considérable  de  charge  ;  tel  est,  par  exemple,  celui  de  l'appareil, 
ù  employé  maintenant,  de  M.  Thomasset  où  l'effort  de  traction  est  produit  par  une  colonne  de 
nercnre. 
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Ch.fg«  D»tiinuD> 

Cbtrge  par  m/m  tuti 

ptr  m/m  carrt 

m 

snpporUe  ptr  la  barreaa 

moment  dt  la  niptnn 

30*,0 

20*,0 

39,5 

85,0 

41,5 

35,5 

53,5 

42.5 

84,0 

84.0 

jiiiiisseiit  pas  de  la  faculté  de  se  laisser  aussi  facilement  déformer  à  froid 
riiiiiuie  le  fer  ordinaire,  l'acier  (quand  il  n'est  pas  extrêmement  doux), le 
Lriiiize;  enfin  il  est  peu  ou  point  accusé  dans  certaines  espèces  de  fer, 
l';!i'i(T  dur  ou  trempé,  les  bois;  on  constate  effectivement  que  ces  der- 
iiicis  corps  se  rompent  sans  présenter  de  rétrécissement  appréciable, 
cX  (ju'ils  peuvent  supporter  indéfiniment  (en  l'absence  de  toute  vibra- 
linii)  une  charge  en  général  peu  inférieure  à  l'effort  maximum  néces- 
siiirc  pour  amener  la  rupture;  celle-ci  se  produit  alors  d'une  manière 
bnis(]ue  et  subite.  Voici,  à  litre  de  renseignement,  quelques-uns  des 
n'sulLats  obtenus,  à  cet  égard,  par  Adamson  (')  : 


Fer  Irôa  donx. 
l'Vr  pi.nr  riTets, 
Auicr  très  doux. 
Acier  doux.  .  . 
Aeii'rextnwlnr, 


]>iins  le  tableau  précédent,  la  charge  finale  par  millimètre  cari-é  a  été 
iiiliiili'O  en  fonction  de  la  section  primitive  du  barreau;  on  aura  soin  de 
ni'  |i;is  perdre  de  vue  que,  en  réalité,  au  moment  de  la  rupture,  les 
diiiii'nsions  transversales  de  la  tige  expérimentée  ont  diminué  par  suite 
du  |iliL>nomène  de  la  striction.  Si  l'on  calcule  à  ctiaque  instant  l'effort 
li;ii- iiLillimétre  carré  qui  correspond  à  la  sffcfion  la  plus  contractée,  on 
ruiishile  qu'il  va  en  augmentant  et  parfois  d'une  manière  très  notable; 
il  s(j]KTe  dans  toute  cette  région  un  pliénomène  analogue  à  celui  de 
l'éi- rouissage,  en  vertu  duquel  le  métal  devient  plus  résistant;  mais, 
CQiiiiiiu  il  se  trouve  que  la  section  diminue  plus  vite  que  la  charge  par 
niilliiiiL'tre  carré  n'augmente,  leur  produit,  qui  est  l'effort  total  observé, 
vri  (.'u  décroissant  (*). 

Ln  fait  important  à  noter,  c'est  que,  pendant  l'espèce  d'écoulement  de 

la  ni.it  iêre  qui  donne  lieu  à  la  striction,  les  sections  transversales  primiti- 

veiui'til  planes  cessent  de  l'être.  Les  diverses  fibres  longitudinales  de  la 

.lige  t'xpérimentée  supportent  alors  des  charges  qui  varient  de  l'une  à 

l'autre  et  leur  rupture  ne  ho  produit  pas  du  même  coup  (');  la  charge 

1(1)  Tbe Enginter,  deuiitm«  Mmestra  1878,  pagoaOl.Engiaeering.deiuifcmestiiMiln  1878,  p»(>i 
9  et  ici.  —  On  poum  égslamsnt  consulLer  k  ce  iDjet  li  <  Déformation  lUl  corju  tolide*  •  pu- 
^  eipJI^Liie.Dugiwl,  I"  tolunw,  pige  !4. 

>  (S)  Voir  iM  Ànnalet  des  Pond  «I  Chauuilt,  premier  Bemeatra  1S85,  p*gei  5S6  et  laiTutte*. 
r  m  Mémoires  dt  la  Soeiélé  dtt  Ingénieurs  civile,  premier  ismetlra  1880,  page  SSt 
.la  H.  Bulw). 


r 


*M  - 


519 


correspondante  par  millimètre  carré  mesurée  sur  la  section  totale  de 
mplure  ne  conslilue  donc  en  définitive  qu'une  moyenne  d'une  nature 
assez  complexe. 

Les  divers  phénomènes  relatifs  à  la  traction  ont  donné  lieu  à  des 
recherclies  très  étendues  de  la  part  du  professeur  Thurston;  ils  avaient 
été  si^aléR  depuis  longtemps  pour  le  fil  de  fer  recuit  (fabriqué,  comme 
on  le  sait,  avec  du  fer  très  doux).  Sous  l'action  d'un  effort  trois  ou  quatre 
fois  moindre  que  celui  qui  amène  sa  rupture  instantanée,  il  éprouve  un 
Allongement  qui,  au  moins  pour  certains  échantillons,  augmente  pen- 
dant plusieurs  annôes  sans  que  l'équilibre  s'établisse  ;  une  charge 
égale  aux  trois  quarts  de  cet  effort  peut,  au  bout  d'un  grand  nombre  do 
mois,  provoquer  la  rupture  par  suite  d'une  désagrégation  lente  {');  mais 
des  phénomènes  aussi  accentués  ne  doivent  être  considérés  que  comme 
des  uxceplions  qu'on  ne  rencontre  point  dans  les  métaux  habituellement 
employés  dans  les  constructions  et  pris  sous  leur  forme  ordinaire,  aux 
températures  habituelles.  Ils  ne  doivent  pas  cependant  être  perdus  de 
vue  toutes  les  fois  qu'on  Opère  sur  des  métaux  très  ductiles;  avec  ces 
derniers  l'effort  nécessaire  pour  déterminer  la  rupture  varie  sensiblement 
avec  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  est  opéré  l'essai  de 
traclion.  C'est  en  particidier  ce  qui  résulte  du  tableau  suivant  ('). 


CniTTE  à  la  («mpératnro  de  15" 


CHABGS  PAR  h/h  CÀBBA  QUI  PRODUIT 

LA  BtrPTDBI  DANS  UN  ESSAI  DOHT  LA  DURAB 

KBT  DK 

30  «M. 

ImiD. 

5  min. 

15  min. 

BOmiD. 

inddflnlo 

27*,8 

27*,  1 

26*.8 

25»,8 

25*,1 

23*,8 

20,7 

20,2 

19,7 

19.1 

17,7 

15,0 

17,7 

> 

> 

11)  .0 

13,0 

9,5 

14,0 

13,0 

11,6 

9,7 

7,5 

3,0 

%.  19.  —  Formules  relatives  à  la  traotlon. 


Appelons  T  la  force  de  traction  appliquée  à  une  tige  de  section  con- 
stante Q  cl  de  longueur  L,  et  l  l'allongement  total  qui  en  résulte.  Soit 

(1)  C'est  h  caDse  de  cas  ;-topriéUa  que  la  fll  da  far  reenit  est  d'un  miniali  emploi  dani  les 
FonitructioDS. 

(!)  Comptes- fteniiu  <U  f  Académie  det  Science»,  premier  Minettra  1890,  pige  708  (Note  de 
H.  Lt  Chalelier,  iDgénieui  diM  Conitmctiaiu  naiilei). 
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T  / 

R  =  g  l'effort  exercé  par  millimètre  carré  et  X  =  r-  rallongement  par 

millimètre  courant.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  on  a,  tant  que  la  limite 
d'élasticité  n'est  pa3  dépassée, 

T 

f  =  E 

L 
D'OU 

formules  qui  permettent  de  résoudre  les  divers  problèmes  qu'on  peut 
se  poser  au  sujet  de  la  traction.  Si  par  exemple  on  veut  savoir  de  com- 
bien s'allonge  une  tige  de  fer  ayant  27  mètres  de  long  et  4  centimètres 
de  diamètre  sous  l'action  d'une  force  de  8250  kg.,  on  a 

T  =  8250  Û  =  1267  L  =  27000 

D'autre  part  nous  verrons  plus  loin  que  pour  le  fer  E  =:  19000;  par 
conséquent 

'  ^'^^  ExTi  =  ^^^  19000  X  1257  "^  ^"^ 


g  20.  —  Tiges  de  section  variable. 

Si  la  section  est  variable  au  lieu  d'avoir  partout  la  même  valeur,  on 
peut  en  général  considérer  la  barre  comme  -formée  par  une  succession 
de  tiges  ayant  une  section  soit  rigoureusement,  soit  sensiblement  con- 
stante. Si  donc  on  admet  que  chacune  d'elles  se  comporte  exactement 
comme  si  elle  était  seule,  (ce  qui  a  lieu  au  moins  d'une  manière  approxi- 
mative s'il  n'existe  pas  de  nombreux  et  brusques  changements  de 
section),  les  formules  précédentes  sont  applicables  à  condition  toutefois 
que  la  direction  prolongée  de  la  force  passe  par  les  centres  de  gravité 
de  toutes  les  sections  transversales,  sans  quoi  il  y  aurait  flexion  en  cer- 
tains points. 


§  21 .  —  Gontraotion  transversale  et  diminution  de  densité 

résultant  du  fait  de  la  traction. 

Tout  allongement  opéré  sur  un  solide  dont  les  faces  latérales  sont 
libres  donne  forcément  lieu  à  une  contraction  transversale.  Considérons 
en  effet,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  un  groupe  de  quatre  molécules: 


f 

A 

•D        C- 

B 

Fig'.  18 

F 
<—* 

—  45  —  §  21 

si  deux  d'entre  elles  A  et  B  sont  contraintes  de  s'écarter  Tune  de  l'autre, 
elle  s'éloignent  en  même  temps  de  G  et  de  D,  et  par  suite  l'équilibre  ne 
peut  se  rétablir  que  si  ces  dernières,  sup- 
posées libres,  se  déplacent  dans  le  sens  des 
flèches/'.  Il  y  a  un  intérêt  considérable  à 
savoir  quel  est  le  rapport  tj  de  la  contraction 
transversale  ainsi  produite  à  l'allongement  X 

de  la  tige  considérée  (*).  Dans  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité, 

i 
on  arrive  assez  facilement  à  prouver  que  "n  ^^  j  POur  les  solides  isotro- 
pes (■)  :  il  suffit  pour  cela  d'admettre  que  l'action  qui  s'exerce  entre  deux 
molécules  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  leurs  centres  et  qu'elle 
est  uniquement  fonction  de  leur  distance  {$  4).  L'exactitude  de  cette 
hypothèse  est,  à  coup  sûr,  très  vraisemblable,  mais  elle  est  loin  cepen- 
dant d'être  admise  par  tous  les  géomètres  (•)  ;  les  matériaux  auxquels 
nous  avons  affaire  ne  satisfont  d'ailleurs  que  d'une  manière  parfois  très 
imparfaite  aux  conditions  d'isotropie,  aussi  il  importe  d'avoir  recours  à 
l'expérience  pour  savoir  quelle  valeur,  au  moins  approximative,  il  con- 
vient d'adopter  pour  le  coefficient  numérique  y[.  En  se  basant  sur  des 

expériences  de  Coulomb  et  de  Duleau,  Clapeyron  avait  reconnu  depuis 

i 
longtemps  que,  pour  le  fer,  on  a  à  peu  près  "n  ^=  7  (*)•  Des  expériences 

optiques  extrêmement  précises  faites  par  M.  Cornu  sur  des  prismes  en 
glace  de  Saint-Gobain  (substance  bien  homogène  et  pouvant  être  regardée 
comme  isotrope)  ont  conduit  à  cette  même  valeur  de  0,25  (•)  ;  c'est  éga- 
lement ce  qui  a  été  constaté,  pour  le  même  corps,  dans  les  intéressantes 
expériences  d'acoustique  entreprises  par  M.  Mercadier  qui,  en  revanche, 
a  trouvé  pour  des  plaques  faites  avec  des  aciers  de  diverses  natures 

(1)  Si  a  et  a'  sont  Fane  des  dimensions  transversales  de  la  barre  avant  et  après  traction,  la 

eontraetion  en  question  est  =  y)  X  X,  X  étant  l'aUongement  par  millimètre  courant  de 

U  tige  dans  le  sens  de  sa  longueur. 

(2)  Cette  démonstration  n'est  valable»  bien  entendu,  que  dans  les  limites  où  l'élasticité  n'est  pas 
sJlérée;  elle  suppose  que  les  faces  latérales  du  solide  considéré  sont  entièrement  libres^ 
t^est-^HÈire  qu'elles  ne  sont  soumises  à  aucune  force, 

(3)  On  trouvera  dans  la  Théorie  de  V élasticité  de  Glebsch,  traduite  et  annotée  par  de  Saint- 
Yenant  des  explications  détaillées  sur  ce  sujet  délicat,  pages  XV,  39,  63  et  suivantes.  Voir  égale- 
ment les  Comptes-Rendus  de  V Académie  des  Sciences^  deuxième  semestre  1861,  page  1107. 

(4)  Voir  les  Comptes-Rendus  de  V Académie  des  Sciences,  premier  semestre  1858,  page  211 
L'eipressioa  de  y},  en  fonction  des  coefficients  X  et  (&  de  Lamé,  est  donnée  par  la  relation 

X 

û                  1  1 

n  =  — 7 TT-  =  — ;; r  de  sorte  que  la  valeur  10  =  2  conrospond  à  X  =«  |&. 

(3)  Voir  les  Comptes- Rendus  de  V Académie  des  Sciences^  deuxième  semestre  1869,  page  333. 


521  -46- 

t)  ^  0,323  (')  ;  enfin,  dans  ces  derniers  temps,  la  question  a  été  étudiée 
d'une  manière  plus  complète  par  M.Amagat  (*)  qui,  en  se  maintenant 
toujours  au-dessous  du  point  où  commencenl  les  déformations  perma- 
nentes, a  obtenu  les  résultais  suivants: 

VALKDK    DB    COimCtINT  q 

Verre 0,2461 

CrisUl 0,2499 

Acier 0,2686 

Cuivre 0,8270 

Laiton 0,3275 

Mlît*!  DelU 0,3399 

Plomb 0,4282 

De  l'ensemble  de  toutes  ces  expériences,  on  peut  conclure  que,  pour 
le«  matériaux  employés  dans  les  constructions,  la  valeur  7\  =:  0,23  ou 
un  nombre  un  peu  supérieur  (0,30  par  exemple)  peut  être  pratiquement 
adoptée.  Dan»  tous  les  calculs  théoriques  qui  suivront,  nous  pren- 
drons n  —  7* 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que  un  volume  1  du  corps  considéré  de- 
vient, SUU.S  l'influence  de  l'allongement  X  par  millimètre  courant, 

ce  qui,  pour  des  valeurs  très  faibles  de  X,  peut  s'écrire 
l  +  (l-2^)X 

De  là  résulte  dans  ces  conditions,  pour  11  =  7)  une  augmentation  96 

de  volume 


0-^xi)^ 


et  par  suite  la  densité  diminue  dans  le  rapport  de  1  à  1  +  s>  Pour  que 
colle-ci  fut  constante  (en  supposant  toujours  X  extrêmement  petit),  il 
taudrail  avoir  ^  =  à'  'i^el  est  le  cas  de  liquides  supposés  incompressibles; 
tel  est  aussi  sensiblement  celui  du  caoutchouc  (').  C'est  là  une  valeur 

(1)  Vair  les  Comptei-llendut  de  FAeadémie  de*  Seieneti,  demilime  winestre  1887,  pigs  10& 
Dl  douxitme  somestra  1B88,  pigea  S7  el  8£. 

(2)  Voir  iD  Journal  de  Pkytiqw  tMorique  el  appliquée,  tome  Vll[,  ptga  363. 

(3)  Cdriidb  lia  SBint-Vaninl  l'i  hit  i«inin|uer  at  comnia  nom  I'itods  déjà  dît,  lo  eutnlcbouc, 
les  B«)éM,  les  phlaa  k  bue  de  gomme,  «te.,  sont  des  mitiires  proieoint  de  liquides  plntAt  cas- 
t<il4*  que  Mlidilîés  ;  11*  riuslent  i  peine  tiu  dtrormalioDi,  et  énormément  &ni  Tirùtloea  de 
loln'oe,  tn  rsisoa  des  grtnds  cbingemeals  qu'épraoTeat  Iwra  disUnnu  moljcnluras,  IM  roraolei 
da  In  thjorj«  mathémitiitne  de  l'Mtstieité  ne  leur  sont  pu  appUctliIea. 
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Wmile  qui  n*est  atteinte  par  aucun  des  corps  solides  proprement  dits  : 
VUypolhèse  de  la  densité  se  maintenant  constante  pendant  les  essais  de 
Iraclion  n'est  donc  pas  conforme  à  la  réalite  des  choses  ('). 

Un  poinl  important  à  noter  à  propos  du  sujet  qui  nous  occupe,  c'est 
que,  bien  que  la  densité  varie,  l'augmentation  de  volume  de  la  tige 
expérimentée 

(l+X)(i-,jX)*-l 
ou 

{l-2T,)X-(2-n)n^*  +  V^' 

est  très  faible,  en  raison  de  la  petitesse  de  X,  tant  qu'on  ne  dépasse  pas 
la  limite  d'élasticité  comme  nous  l'avons  supposé  dans  toute  l'étude  qui 
précède;  pour  la  constater  expérimentalement  il  faut  faire  usage  de  pro- 
cédés de  mesure  extrêmement  précis. 


§  ii.  —  Striction.  Phénomènes  auxq[U6ls  elle  donne  lieu. 

Dans  le  paragraphe  qui  précède,  nous  n'avons  considéré  que  des 
efforts  de  traction  assez  faibles  pour  que  la  limite  d'élasticité  ne  soit  pas 
dépassée;  supposons  maintenant  que  nous  allions  plus  loin,  jusqu'à 
provoquer  la  rupture.  La  diminution  de  section  dont  il  a  été  question 
tout  à  l'heure  s'accentue  alors  de  plus  en  plus  sur  toute  la  longueur  de 
la  lige  expérimentée  ;  puis,  à  partir  d'une  certaine  charge  qui  dépend 
de  la  nature  de  la  matière  et  est  en  général  assez  voisine  de  l'effort  de 
rupture,  il  se  produit  un  phénomène  d'un  nouveau  genre  : 
dans  une  région  MN  variable  de  position  d'un  échantillon 
à  l'autre  (la  section  étant  supposée  constante  sur  toute  la  ^ 
longueur),  il  se  forme  un  rétrécissement  très  sensible  nommé 
friction  qui  se  prononce  de  plus  en  plus  à  mesure  que  la 
traction  augmente;  cette  partie  s'étire,  se  désagrège;  ses 
molécules  se  déplacent  les  unes  par  rapport  aux  autres 
eu  donnant  lieu  à  une  sorte  d'écoulement  de  la  matière. 
Cet  effet  est  très  marqué  pour  certains  métaux,  dits  ductiles,  Fig.  19 
tels  que  le  plomb,  l'étain  et  le  cuivre  ;  il  l'est  beaucoup  moins  pour  le 
fer  et  l'acier  doux,  enfin  il  est  peu  ou  point  apparent  dans  les  bois,  la 
fonte  et  l'acier  fortement  carburé  ou  trempé. 

Pour  bien  observer  dans  toutes  leurs  particularités  les  faits  que  nous 
menons   d'indiquer,  il  convient  d'opérer  sur  une   barre   parfaitement 

(1)  On  pourra  consulter  à  ce  sajet  une  note  insérée  dans  les  Comptes- Rendus  de  l* Académie 
des  ScieneeSt  piemier  semestre  1866,  page  418. 
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homogène,  de  section  constante  et  d'une  assez  grande  longueur  (30  à 
40  fois  le  diamètre  et  quelquefois  davantage):  avec  des  éprouvettes  très 
courtes,  Técoulement  de  la  matière  ne  s'opère  pas  librement  comme  sur 
une  tige  indéfinie,  et  le  phénomène  qui  nous  occupe  ne  se  produit  que 
d'une  façon  plus  ou  moins  incomplète  ;  on  peut  s'en  assurer  en  mesu- 
rant la  réduction  de  section  éprouvée  après  la  rupture  par  une  série  de 
barres  de  même  diamètre  et  très  courtes,  mais  de  longueurs  différentes: 
on  trouve  qu'à  mesure  que  cette  dernière  dimension  augmente,  l'étran- 
glement va  en  s'accentuant,  tout  en  tendant  vers  une  certaine  valeur 
maximum  qu'il  atteint  dès  que  la  tige  expérimentée  est  suffisamment 
longue. 

Pour  nous  rendre  compte  des  allongements  dus  à  la  striction,  faisons 
sur  le  barreau  à  expérimenter  des  traits  fins  très  rapprochés  les  uns  des 
autres  (distants  par  exemple  de  i  millimètre)  et,  au  moyen  d'instru- 
ments de  précision,  mesurons  ce  qu'est  devenu  leur  écartement  un  peu 
avant  la  rupture,  puis  traçons  une  courbe  ayant  pour  abscisses  les  lon- 
gueurs primitives  des  divisions  du  barreau  (1  millimètre)  et  pour  ordon- 
nées les  allongements  correspondants  observés  en  chaque  point  par 
millimètre  courant.  Avec  des  métaux  ductiles  on  obtient  ainsi  ime  courbe 
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Fig.  20 


ayant  l'aspect  général  de  la  suivante  M'N'C'P'Q*,  qui  indique  bien  la  façon 
dont  se  répartit  l'allongement.  Il  reste  à  savoir  maintenant  quelle  est, 
en  chaque  point  et  un  peu  avant  la  rupture,  la  contraction  transversale, 
c'est-à-dire  le  rapport  tj  entre  cette  contraction  linéaire  et  l'allongement 
par  millimètre  courant  au  même  point.  Les  expériences  faites  à  ce  sujet 
ne  sont  pas  très  nombreuses,  elles  sont  d'ailleurs  délicates;  mais,  de 
l'ensemble  de  tous  les  faits  observés  jusqu'ici,  il  paraît  se  dégager  la 
conclusion  suivante,  à  savoir  que,  pour  un  métal  donné,  le  coefficient 
numérique  tj,  tel  que  nous  venons  de  le  définir,  conserve  pendant  toute 
la  durée  de  l'essai  de  traction  et  sur  toute  la  longueur  de  la  tige  à  peu 
près  la  même  valeur,  soit  environ  0,30  pour  le  fer  et  l'acier,  et  un  peu 
plus  pour  le  cuivre,  le  laiton  et  le  bronze  {$  21).  C'est  là  un  point  impor- 
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tant  qui  nous  semble  bien  résumer  l'ensemble  de  toutes  les  expériences 
sur  lesquelles  il  existe  à  ce  sujet  des  données  certaines. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (§  21),  Taugmentation  de  volume  qui 
résulte,  en  un  point  donné,  du  fait  simultané  de  l'allongement  X  et  de 
la  contraction  transversale  r^k  est  égal  à: 

AV=(l  +  X)(i~i,X)«-l 
ou  bien 

AV  =  (1  —  2  Tï)  X  —  (2  -I,)  I,  x«  +  i,n» 

Si  l'on  calcule  quelles  valeurs  successives  acquiert  cette  fonction 
quand  rallongement  7o  X  en  un  point  donné  va  en  croissant,  on  obtient 
les  résultats  suivants,  en  prenant  7|  =  0,30  comme  cela  parait  avoir  Ueu 
pour  le  fer  et  l'acier: 

ALLONOBMKKT  Vo  AUOXBKTATIOM  Vo  DB  VOLUMB 

X  .  ^V'=  (1  +  X)(1— i,X)*-l 

0 0 

0,1 0,086 

0,2 0,060 

0,4 0,084 

0,6 " 0,076 

0,8 0,040 

0,94 0,0001 

1,0 —  0,020 

1,1 —  0,057 

Comme  on  le  voit,  AV  est  forcément  très  petit  quand  X  l'est  lui-même; 
d*autre  part  il  se  trouve  que  cette  fonction  AV  s'annule  pour  une  valeur 
de  X  à  peu  près  égale  aux  allongements  maximum  des  régions  les  plus 
contractées  des  métaux  un  peu  ductiles,  c'est-à-dire  précisément  au 
moment  où  il  devient  facile  de  constater  expérimentalement  les  effets 
produits.  Par  suite  de  cette  coïncidence,  il  doit  donc  arriver  forcément 
que  la  variation  de  volume  d'un  barreau  ou  d'une  portion  de  barreau 
élire  reste  constamment  très  faible;  en  d'autres  termes  la  densité 
varie  peu  elle  aussi.  C'est  bien  effectivement  ce  qu'ont  trouvé  tous 
les  expérimentateurs  et  ce  qu'explique  la  loi  empirique  et  approxi- 
mative Tj  =  constante  =  environ  0,30  qui  semble  présider  aux  phéno- 
mènes en  question,  du  moins  pour  les  métaux  généralement  employés 
dans  les  constructions. 

Un  autre  fait  important  à  noter,  c'est  que,  en  raison  de  la  constance 
de  Tj,  la  mesure  de  la  contraction  maximum  qui  se  produit  dans  une 
lige  un  peu  longue  soumise  à  essai  do  traction  donne,  par  suite  de  la 
relation  de  proportionnalité,  un  renseignement  précieux  sur  la  valeur 
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mémo  lie  l'allongement  dû  au  fail  proprement  dit  de  la  striction;  c'est 
duijc  avec  raison  que  cette  contraction  est  notée  avec  soin  dans  la  plu- 
part (les  expériences  de  précision  effectuées  sur  des  métaux  ductiles  ('). 

^  33.  —  Allongem^t  «/o  de  barreaux  ayant  des  sections 
transversales  identiqaes,  mais  de  lon^nears  différentes. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  affaire  à  des  tiges  de  même 
matière  et  de  sections  transversales  identiques,  mais  de  longueurs  diffé- 
rentes, en  considérant  d'abord  le  cas  où  chacune  d'elles  est  assez  longue 
poui-  que  les  effets  de  la  striction  puissent  s'y  produire  librement  {%i'i). 
En  se  reportant  au  tracé  de  la  figure  20,  on  reconnaît  de  suite  que 
riilli)!i;:ement  correspondant  à  une  longueur  infiniment  petite  dL  est 

XX  dL 
ce  qui  donne  pour  une  longueur  totale  L 

r^i  X  dL  =  »ire  A  A'  C  B'  B 

D'où,  pour  allongement  proportionnel  ou  allongement  7,  mesuré  de 

A  en  1), 

oireAA'C'B'B 


C'est  la  hauteur  X'  d'un  rectangle  AA"  B"B  équivalent  à  la  surface  ci- 
dessus,  hauteur  qui,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  va  évidemment  en 
diminuant  à  mesure  que  L  augmente,  et  qui  tend  vers  la  limite  X". 

Les  choses  peuvent  encore 
se  représenter  graphiquement 
d'une  autre  façon  :  portons  en 
abscisses  les  longueurs  L  des 
divers  barreaux  considérés 
et  en  ordonnées  les  allonge- 
ments totaux  correspondants 
/;  il  est  clair,  d'après  ce  qui 
précède,  que  nous  obtien- 
drons une  ligne  telle  que  OED 
dont  la  portion  curviligne  cor- 
respond à  la  région  où  s'est 

e  qu'an  doniu  c'est  l>  MPlractioD  "/•  à» 
'afe  ninipuail  —  <1  —  i]  X)*  at  dm  pi»  ta  conlnclion  linéaire  1  —  (1  —  i|  >)  =  ij  1. 
l'olle^  se  dMui[  hcllgDteDt  da  Tinln. 
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prodiiile  la  striction  ;  ce  n'est  d'ailleurs  autre  chose  évidemment  que  la 
courbe  intégrale  de  celle  qui  est  tracée  sur  la  figure  20.  Pour  en  obtenir 
directement  et  d'une  manière  assez  simple  la  partie  rectiligneED,!!  suffit 
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de  diviser  la  tige  expérimentée  en  im  certain  nombre  de  parties  égales  au 
moyen  de  repères  distants  de  1  à  2  fois  environ  le  diamètre  et  de  porter 
en  abscisses  les  longueurs  primitives 


4. 


i  +  a,  ô  +  2  a. 


en  prenant  pour  ordonnées  les  allongements  correspondants 
F  — h,  6'  +  a'— (ô  +  a),  y  +  2a'-~(i  +  2a), 


Quelle  que   soit  la  manière  d*opérer,  il  est  clair  que  l'allongement 
total  /  d'un  barreau  de  longueur  L  (fig.  21)  se  compose  de  deux  parties, 

Tune  constante  dg,  l'autre  ^D  proportionnelle  à  L,  et  l'allongement  •/o  r 


LouçrvLeixr  cle^    ba-rre-^tix. 


'^' 
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donne  simplement  la  tangente  de  l'angle  a,  c'est-à-dire  une  quantité 
gui  est  essentiellement  variable  avec  la  valeur  arbitraire  de  L  et  qui  ne 
permet  ni  de  caractériser  le  corps  expérimenté,  ni  de  calculer  quel  sera 
l'alloneement  V  correspondant  à  une  longueur  différente  L'.  Pour  bien 
définir  ce  qyxi  concerne  l'allongement  dû  à  la  traction,  il  faut  donner  les 
deux  éléments  suivants: 
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1"*  L'allongement  de  striction  a  (qui  est  fonction,  comme  nous  le 
verrons,  de  la  forme  et  de  la  grandeur  de  la  section  transversale  du 
barreau  expérimenté)  ; 

f  Lallongement  proportionnel  proprement  dit,  mesuré  par  la  tangente 
de  Tangle  9. 

La  connaissance  de  ces  deux  éléments  est  évidemment  nécessaire  s*il 
s'agit  de  déterminer  rallongement  total  éprouvé  par  une  barre  de 
longueur  modérée  ;  mais,  dans  les  cas  qui  se  présentent  habituellement 
dans  les  calculs  de  résistance  et  avec  les  matériaux  en  usage,  les  tiges 
considérées  ont  généralement  assez  de  longueur  pour  que  le  terme  9 
puisse  être  négligé  dans  la  valeur  de  l  sans  qu'il  en  résulte  d'erreur 
plus  grande  que  celle  qui  provient  soit  du  défaut  de  précision  absolue 
des  observations,  soit  des  différences  qu'on  rencontre  d'un  échantillon 
à  l'autre  et,  comme  la  valeur  de  <s  diminue  en  même  temps  que  la  section 
transversale,  il  suffit  évidemment  que  les  barreaux  d'épreuve  soient  très 
longs  par  rapport  à  leur  diamètre  pour  que  l'allongement  proportionnel 

r-;  obtenu  dans  les  essais  de  traction  puisse  être  sensiblement  confondu 

L 

avec  la  valeur  de  la  tangente  de  l'angle  9. 

Si  Ton  opère  sur  des  barreaux  de  fer  ordinaire  ou  d'acier  doux  de 

L' 

petit  échantillon,  et  si  l'on  prend  pour  abscisses  les  rapports  -^  et  pour 
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ordonnées,  les  allongements  •/o  r  (S  étant  la  surface  de  la  section  trii.>- 

vorsalo),  on  obtient  des  courbes  analogues  à  la  précédente  que  !..-.> 
donnons  à  titn^  do  spécimen.  Pour  presque  tous  les  composés ierrti^^ 
VMoï\iiO\\\o\\\  7o  <^î^'  ^  P^^  P^^^  in(iépen<ianl   de  la  longueur  quîi':: . 

rnpport    'r  atteint  ou  di'^passo  lo  munbn»  lOOO:  avec  des  éprouvt-a«5^  .: 


i 


-53- 


§2S 


1  cenlimètre  de  diamètre  par  exemple,  une  longueur  de  30  centimètres 
sera  suffisante  ;  pour  des  corps  où  la  striction  est  plus  prononcée,  il 
faudrait  probablement  aller  un  peu  plus  loin.  M.  Joëssel,  Ingénieur  de  I:i 
Marine,  avait  déjà  constaté  depuis  très  longtemps  sur  des  tiges  cj-li ri- 
driques  le  fait  de  la  constance  du  rapport  t-  à  mesure  que  le  rapport  r- 
nugmente  (D  désignant  le  diamètre).  11  importe  d'ailleurs  de  remarquer 
que,  tant  que  la  striction  n'a  pas  commencé  a  se  produire,  c'est-à-diie 
bien  au-delà  de  la  limite  d'élasticité,  r  est  indépendant  de  la  longueur  !.. 
Une  conséquence  importante  des  considérations  précédentes  est  la 
suivante  :  si  l'on  trace,  comme  on  le  fait  souvent,  une  courbe  ayant  poiii' 
abscisses  les  allongements  %  (et  non  pas  les  allongements  totaux)  d'un 
barreau,  et  pour  ordonnées  les  efforts  de  traction,  la  longueur  crf  de  l;i 
partie  qui  correspond  a  la  striction  diminue  de  plus  en  plus,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  à  mesure  que  la  longueur  Ldela  tigcaugmend': 
elle  peut  même  finir  par  se  réduire  à 
presque  rien  :  des  courbes  de  ce  genre 
n'ont  de  sens  net  que  si  elles  se  rappor- 
tent â  des  barreaux  ayant  une  longueur 
et  un  diamètre  (ou  une  section  transver- 
sale) bien  connus  et  bien  définis.  Si,  au 
contraire,  on  prend  pour  abscisses  les 
allongements  totaux,  la  portion  CD  de  la 
courbe  reste  invariable,  mais  c'est  alors 
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la  première  ABC  qui  s'allonge  de  plus  en  plus  k  mesure  qu'on  a  affaite 
(les  éprouvettes  de  longueur  croissante. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  toutes  les  barres  expi 
rimentées  sont  assez  longues,  comparativement  à  leur  diamètre,  poi 
que  les  effets  de  la  striction  puissent  s'y  faire  sentir  librement.  Si  cell 
condition  n'est  pas  rempfie,  les  phénomènes  deviennent 
notablement  plus  complexes;  d'une  éprouvette  à  l'autre, 
l'espèce  d'écoulement  qui  se  produit  dans  le  corps  s'opêrt! 
dans  des  conditions  dissemblables  et  on  n'observe  plus 
qu'un  mélange  absolument  confus  de  striction  etd'allon- 
^'ement  proportionnel,  sur  lequel  il  n'y  a  aucun  fonds 
â  faire.  11  nous  parait  inutile  d'insister  sur  ce  sujet  ;  nous 
ferons   seulement  remarquer,  à  titre  de  fait  expér 


CT 


Fig.  Î6 
tal,  que,  plii> 

l'écoulement  est  gêné,  plus  la  charge  de  rupture  par  millimètre  ciirn- 
de  la  section  minimum  bd  est  forte;  avec  une  éprouvette  de  la  foniii> 
ci-eonlre  cette  particularité  serait  extrêmement  prononcée,  en  même 
temps  que  la  contraction  transversale  serait  très  faible. 


g»  — M  — 

Comme  résumé  de  la  longue  étude  qui  précède,  nous  formulerons  les 
conclusions  suivantes  : 

1*  Pour  le  métallurgiste  qui,  dans  ses  laboraLoires,  dispose  d'insLru- 
meiils  iïc  lijiulc  [Ki'c-i-iinn  (M  ;i  uii  intérêt  capital  a  être  fixé  d'une  ma- 
nière complète  sur  Ifs  di\c'rscs  particularités  des  métaux  qu'il  produit, 
il  y  a  lieu,  dans  les  essais  de  traction,  de  déterminer  non  seulement 
l'allongement  "/„  relatif  aux  régions  qui  n'éprouvent  pas  de  striction, 
mais  encore  l'allongenienl  de  striction  o.  On  pourra  y  arriver  en  opérant 
par  (-xempln  de  la  façon  indiquée  par  la  figure  H  et  on  sera  ainsi  en 
mesure  de  tracer  la  droile  Eli  des  figures  21  et  23.  La  réduction  de  dia- 
inèire  éprouvée  par  la  partie  la  plus  étranglée  devra  également  être  notée 
avec  soin  ainsi  quo  la  liniile  d'élasticité.  Il  conviendra  d'ailleurs  de 
compléter  cns  iiidicatioiis  relatives  à  la  nature  du  métal,  en  lui  faisant 
subir  dp  nombreux  essais  de  travail  à  chaud  et  à  froid,  de  choc,  etc. 

ï"  ï'dur  le  ron-slmclcur  qui  n'a  pas  en  général  à  sa  disposition  des 
appareils  aussi  précis  et  qui  n'a  pas  le  temps,  le  plus  souvent,  de  se 
livrer  à  des  recherclics  aussi  délicates,  il  pourra  suffire  de  mesurer,  sur 
des  barreaux  de  grande  longueur,  l'allongement  '/^  qui  a  alors  un  sens 
bien  défini  et  dans  lequel  le  pliénomène  de  striction  n'entre  que  pour 
unt'  part  infime.  Pour  être  renseigné  sur  ce  qui  concerne  ce  dernier 
point,  il  sera  bon  de  mesurer,  aussi  exactement  que  possible,  avec  les 
moyens  dont  on  dispose,  la  réduction  maximum  de  diamètre  ou  de  lar- 
geur éprouvée  par  la  burre  expérimentée,  et  il  faudra  surtout  faire  subir 
au  métal,  à  chaud  et  à  froid,  des  essais  (tels  que  ceux  de  ployage)  qui 
donneront  lieu  à  de  grandes  déformations  locales  et  qui  seront  d'ailleurs 
assez  vin-iés  pour  qu'on  puisse  être  fixé  sur  les  diverses  particularités 
intéressnnl  la  mise  en  œuvre.  Telle  est  du  reste  à  peu  près  la  marche 
suivie  partout  maintenant;  nous  croyons  seulement  qu'il  conviendrait 
de  prendre  pour  le  rapport  de  la  longueur  des  barreaux  d'épreuve  à  leur 
section  transversale  un  chiffre  plus  élevé  que  celui  qui  est  généralement 
adopté  «ctuellenieiit. 


K 


^  a.  —  Allongement  comparatif  de  barreaux  ayant  des 
sections  transversales  différentes. 


Les  phénomènes  dp  slricjion  étant  dus  a  une  sorte  d'écoulement  de 
malière,  il  est  bien  clair  ijue.  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  ils  va- 
illent non  rtoulemeul  avec  l'étendue  de  la  section  transversale 
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des  barreaux  mais  encore  avec  la  forme  de  celle-ci.  Les  lois  de  ces  chan- 
gements sont  mal  connues  et  elles  sont  probablement  fort  complexes; 
ce  qui  ressort  seulement  des  faits  connus,  c'est  que,  pour  des  sections 
ayant  des  formes  géométrique-i  semblables  et  ne  différant  pas  trop  de 
orandeur  entre  elles,  les  allongements  <t  dus  à  la  sLriclion  sont  pru|)ui- 
tionnels  aux  racines  carrées  des  sections,  c'est-à-dire  aux  dimensions 
homologues,  aux  diamètres  par  exemple  s'il  s'agit  de  tiges  circnjairos. 
H  est  d'ailleurs  toujours  entendu  qu'il  s'agit  de  barres  suffisamnienl 
longues  pour  que  la  siriction  s'y  produise  librement. 

Ceci  posé,  considérons  deux  barreaux  dont  les  sections  soient  diffi-- 
ronles,  mais  aient  des  formes  géouiétriques  semblables:  l'expOiimcf 
montre  que,  dans  ces  conditions,  les  charges  de  rupture  par  milliimiiv 
carré  sont  les  mêmes  pour  chaque  espèce  de  matière;  on  trouvi-  en 
outre  que  l'angle  ip  est  constant,  de  sorte  que  les  allongements  ai'tnU 
itrictionBTt  sont  alors  proportionnels  aux  longueurs  L  quelles  que  soient 
tes  dernières;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  allongements  to- 
taux l  et  r,  cl,  pour  rétablir  la  constance  du  rapport  -    ,  il  faut  i^vi- 
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demment  opérer  sur  des  barreaux  dont  les  longueurs  soient  proportion- 
nelles aux  quantités  a  et  a,  c'est-à-dire,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
précédemment,  aux  dimensions  homologues.  Nous  sommes  donc  comliiil 
à  la  conclusion  suivante. 

Deux  expériences  de  traction  ne  sont  comparables  entre  elles  que  si 
elles  ont  été  exécutées  sur  des  éprouvettes  de  formes  géométriiiuos 
semblables. 

Cette  loi  importante  avait  été  reconnue  par  MM.  Lebasteur  et  M;uié 
pour  des  barreaux  circulaires;  M.  Barba  en  a  montré  l'exactitude  pour 
des  surfaces  quelconques  ('). 

Si  les  sections  des  barreaux  considérés  ne  remplissent  pas  les  coiulî- 
lions  précédentes   de  similitude,    l'allongement   proportionnel  a\;iiil 

(I)  Voir  IM  Mémoiret  dt  la  Société  det  Ingénieuri  cMIs,  1»  Mmwtra  1880,  p.  68t. 
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slriction,  c'est-à-dire  tang  f  a  bien  toujours  la  même  valeur  pour  une 
matière  d'une  espèce  donnée;  mais",  dès  que  commence  la  striction,  les 
déplacements  moléculairea  ne  suivent  plus  les  mêmes  lois  et  on  ne 
trouve  les  mêmes  valeurs  ni  pour  les  charges  de  rupture  par  millimètre 
carré,  ni  pour  les  allongements  par  millimètre  courant,  de  sorte  que  les 
essais  exécutés  dans  ces  conditions  conduisent  presque  fatalement  à 
des  résultats  très  confus.  C'est  surtout  pour  les  allongements  que  les 
différences  sont  sensibles;  elles  sont  quelquefois  peu  prononcées  pour 
les  charges. 

En  appliquant  la  loi  de  similitude,  on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  sup- 
pose l'identité  complète  de  matière;  or,  dès  que  les  dimensions  d'une 
pièce  deviennent  un  peu  considérables,  on  doit  s'attendre  à  y  rencon- 
trer des  défauts  plus  ou  moins  prononcés  tels  que  pailles,  criqûres, 
imperfections  de  soudure,  etc.,  de  sorte  qu'il  sera  bon,  pour  les  grosses 
pièces,  de  compter  sur  des  efforts  moindres.  11  ne  faut  pas  non  plus 
perdre  de  vue  que  les  effets  mécaniques,  tels  que  l'écrouissage  produit 
par  le  laminage  et  le  forgeage,  etc.,  sont  plus  sensibles  sur  les  pièces 
minces  que  sur  les  pièces  épaisses,  et  par  suite  que  les  unes  et  les  au- 
tres ne  se  trouvent  pas  en  général  dans  des  conditions  comparables. 
Pour  les  essais  de  résistance  de  matériaux,  il  y  a,  comme  on  le  voit, 
un  intérêt  sérieux  à  ce  que  tous  les  expérimentateurs  opèrent  sur  des 
tiges  de  même  diamètre  si  elles  sont  circulaires,  ou  de  dimensions 
transversales  identiques  dans  le  cas  contraire. 


§  25.  —  Influence  de  la  dorée  de  la  mise  en  charge. 

Des  expériences  nombreuses  ont  été  faites  pour  étudier  la  façon  dont 
la  résistance  est  affectée  par  la  durée  de  la  mise  en  charge.  Ce  qui  en 

rèsullo  d'une  manière  bien  claire,  c'est  que,  dans  les  essais  de  traction, 
les  forces  doivent  être  appliquées  aussi  lentement  et  aussi  graduelle- 
ment que  possible  de  telle  sorte  que  les  barreaux  s'allongent  sans  qu'au- 
cun de  leurs  points  acquière  de  vitesse  appréciable.  Quand  celle  condi- 
tion n'est  pas  remplie,  il  se  produit  des  mouvements  oscillatoires  dont 
l'étude  complète  est  très  compliquée,  mais  qui  ont  loiyours  pour  résul- 
tat de  diminuer  la  charge  de  rupture;  dans  quelques  essais  de  M.  Kir- 
kaldy  la  réduction  a  été  de  18  "/„, 

Admettons  que  nous  opérions  de  telle  sorte  que  les  vibrations  donl 
nous  venons  de  parler  soient  évitées;  il  pourra  alors  arriver  que  l'inler- 
vallc  qui  s'éooule  entre  l'applicalion  d'une  charge  et  la  suivante  soit  de 
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quelques  secondes  ou  de  quelques  minutes,  ou  bien  encore  ait  une 
durée  plus  grande.  Il  est  bien  prouvé  rnainlenanl  que,  dans  ces  condi- 
tions, la  charge  de  rupture  diminue  a  mesure  que  la  durée  d'application 
de  la  charge  augmente  (');  mais,  aux  températures  ordinaires  et  pour 
les  matériaux  habituelleiucnl  employés  dans  les  constructions,  les  dif- 
lérences  résultant  de  ces  divers  modes  d'opérer  sont  assez  faibles  et, 
le  plus  souvent,  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte.  11  est  néanmoins 
prudent,  quand  on  approche  de  la  rupture,  de  donner  aux  barreaux  ex- 
périmentés environ  une  ou  deux  minutes  de  repos  après  chaque  charge 
afin  de  permettre  à  la  matière  de  prendre  tout  son  allongement.  Avec 
des  métaux  très  ductiles  comme  le  cuivre  et  surtout  le  plomb  ou  l'étain, 
linlervalle  qui  sépare  l'application  des  charges  devrait  être  certaioement 
plus  grand. 


.  —  Influence  de  la  tempâratore. 


De  nombreuses  expériences  ont  été  faites  pour  déterminer  l'influence 
de  la  température  sur  la  résistance  des  métaux,  mais  les  résultats 
quelles  ont  donnés  sont  loin  d'être  tous  concordants.  Voici  les  princi- 
paux faits  qui  semblent  se  dégager  de  toutes  ces  recherches. 

Pour  le  fer  ordinaire  et  l'acier,  la  résistance  aux  efforts  statiques  ne 
varie  que  dans  d'assez  faibles  limites,  depuis  — 15°  jusqu'à  environ  240°; 
à  ce  moment  il  se  produit  un  accroissement  brusque  de  résistance  suivi 
bientôt  d'un  maximum  puis  d'une  diminution  de  plus  en  plus  accentuée; 
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vers  100°  on  no  constate  plus  guère  qu'environ  20  %  de  la  résistance 
primitive,   et  seulement  4  à  7  '/■>  vers  1000°.  Quant  à  l'allongement  °/, 

(I)  Voir  les  Compicj-Bendui  rie  KAsaAtme  dM  Scfenw»,  1890,  I"  winailra,  p.  105. 
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mesuré  au  moment  de  la  rupture,  le  sens  de  ses  variations  est  donné  par 
le  tracé  précédent  qui  est  relatif  à  de  l'acier  extrêmement  doux,  mais 
qui  présente  le  même  aspect  pour  les  alliages  ferreux  plus  carbures  (<). 
On  constate  en  outre  que,  à  partir  d'environ  240®,  la  rupture  se  fait  avec 
une  striction  peu  prononcée;  en  d'autres  termes  la  ductilité  du  métal 
devient  faible;  il  est  cassant  (§  14)  bien  que  son  allongement  propor- 
tionnel aille  en  augmentant  et  ne  tarde  pas  à  acquérir  de  nouveau  une 
valeur  assez  grande  :  comme  on  Ta  constaté  bien  des  fois,  le  fer  et  l'a- 
cier ne  peuvent  en  effet,  vers  300**,  supporter  le  choc  du  marteau;  ils 
sont  devenus  très  fragiles.  Le  fer  extrêmement  pur  serait,  paraîl-il,  le 
seul  qui  ne  présenterait  pas  cette  particularité. 

Dans  le  voisinage  de  0*  et  au-dessous,  la  résistance  au  choc  des  com- 
posés ferreux  éprouve  une  diminution  assez  prononcée,  qui  paraît  être 
plus  importante  pour  l'acier  que  pour  le  fer.  C'est  là  un  fait  dont  il  faut 
tenir  compte  dans  les  épreuves  de  choc,  et  qui  présente  d'ailleurs  une 
grande  importance  dans  bien  des  circonstances,  par  exemple  pour  les 
rails  ainsi  que  pour  les  essieux  des  locomotives  (*). 

Pour  le  cuivre  la  charge  de  rupture  diminue  notablement  avec  la 
température  (')  ;  de  25  kg.2  par  millimètre  carré  (cuivre  rouge  laminé), 
elle  tombe  à  20  kg.,  14  kg.,  9  kg.4  et  3  kg.6  aux  températures  suc- 
cessives de  18%  150%  250**,  350»  et  460^  Quant  au  bronze  (*),  vers  315*^  sa 
résistance  est  réduite  de  moitié  environ  et  sa  ductilité  est  alors  à  peu 
près  nulle  ;  celle  du  laiton  est  également  très  faible  vers  260**.  Quant 
aux  autres  métaux  les  effets  produits  sur  eux  par  les  changements  de 
température  ne  sont  que  très  imparfaitement  connus  ;  le  zinc,  dont 
la  charge  de  rupture  va  en  s'abaissant  d'une  manière  continue  et 
très  notable  avec  la  température,  présente  à  cet  égard  quelques  parti- 
cularités curieuses  :  il  ne  se  travaille  pas  à  froid  mais  devient  très  mal- 
léable vers  120  à  130**;  il  perd  cette  propriété  quand  la  température 
s'élève  et  la  reprend  ensuite  au  delà  de  300**  environ  ;  entre  210  et  240^ 
il  est  d'une  fragilité  extrême  et  se  brise  en  petits  morceaux  sous  le  choc 
du  marteau. 


(1)  Voir  las  Cùmptêê-Rendus  de  VÀcadémie  de$  Sciences,  1889,  îo  semestro,  p.  58.  (Note  de 
M.  Le  Chatelier,  Ingénieur  des  ConstmetioDS  naTales.) 

(2)  Voir  la  Revue  générale  des  Chemins  de  fer,  octobre  1888,  p.  t79,  et  juillet  1889 
p.  25. 

(3)  Voir  les  Comptes-Rendus  de  VAcadémie  des  Sciences,  1889,  2»  semestre,  p.  24, 

(4)  Voir  VEngineeringy  1890,  l^  semestre,  p.  4U. 
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27.  —  Forme  des  courbes  d'allongement 
et  particularités  relatives  à  divers  corps. 


Comme  nous  Tavons  fait  remarquer  {%  23,  fig-  25),  Tensemble  de  la 
courbe  d'allongement  se  modifie  suivant  qu'on  a  affaire  à  des  barreaux 
plus  ou  moins  longs  et  par  suite  les  renseignements  relatifs  à  la  forme 
de  la  courbe  en  question  et  à  la  surface  ABCDd  qu'elle  détermine  n'ont 
pas  un  sens  absolument  net  et  précis.  Pour  qu'il  en  fût  ainsi,  il  faudrait 
que  les  barres  expérimentées  eussent  une  longueur  très  grande  com- 
parativement à  leurs  dimensions  transversales,  auquel  cas  l'influence 
de  la  partie  CD  relative  à  la  striction  deviendrait  négligeable.  Gomme 
nous  l'avons  dit,  il  n'en  est  presque  jamais  ainsi  dans  les  expériences 
de  traction;  en  particulier  les  éprouvettes  cylindriques  employées  dans 
les  essais  ont  très  souvent  16  millimètres  de  diamètre  sur  200  millimè- 
tres de  long  et  l'allongement  constant  dû  au  fait  de  la  striction  entre 
alors  pour  une  part  sensible  dans  l'allongement  proportionnel  total. 
C'est  à  des  barreaux  de  ce  type  que  se  rapportent  les  renseignements 
que  nous  allons  donner  et  ce  n'est  que  sous  la  réserve  des  observations 
qui  précèdent  qu'il  convient  d'accueillir  les  chiffres,  approximatifs  d'ail- 
leurs, qui  figurent  dans  le  présent  paragraphe  et  dans  le  suivant  (*). 

Fer.  —  La  forme  des  courbes  qui  donnent  les  efforts  en  fonction  des 
allongements  est  susceptible  de  variations  notables  suivant  la  nature  du 


\\>\  d'allonqemcnU 


Fig.  29 


fer,  les  matières  étrangères  qu'il  contient,  le  travail  mécanique  auquel 
il  a  été  soumis;  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer  à  propos  du 

(I)  Dans  la  Marine  militaire  et  dans  plusieurs  grandes  Compagnies,  les  barreaux  expérimentés 
ont  one  longueur  de  200  millimètres  entre  repères;  leur  diamètre  est  de  16  millimètres  quand  ils 
sont  cylindriques.  Pour  les  tôles,  la  largeur  est  égale  à  l'épaisseur  quand  cette  dernièro  dépasse 
18  BiUliinètre&  ;  elle  est  de  30  millimètres  pour  les  tôles  de  18  à  5  millimètres  d'épaisseur  et  de 
20  millimètres  pour  les  tôles  au-dessous  de  5  millimètres.  Pour  l'acier  moulin  les  barrettes  n'ont 
cepeDdmnt  que  100  millimètres  de  long  sur  13">n),8  dans  les  essais  de  traction;  pour  le  fer  à 
lii^U,  allas  ont  200  millimètres  sur  IS^m^g, 
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fer  phosplioreux  (g  13,  fig.  12),  le  point  extrême  qui  correspond  à  la 
rupture  est  absolument  insuffisant  pour  caractériser  les  propriétés  éla- 
stiques du  mêlai:  la  connaissance  de  la  courbe  elle-même  ou,  au  moms, 
celle  de  la  limite  d'élasticité  est  nécessaire.  La  figure  29  donne  un  spé- 
cimen d'une  courbe  de  ce  genre. 

Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  plus  le  fer  est  dur,  c'est-à-dire  car- 
buré, plus  sa  charge  de  rupture  s'élève  en  même  temps  que  l'allonge- 
ment final  diminue  ;  au  point  de  vue  de  la  résistance  vive  de  rupture, 
ces  deux  effets  ne  se  compensent  pas  complètement,  et  le  fer  doux  est 
supérieur  aous  ce  rapport  au  fer  dur. 

Acier.  —  Les  nombreux  composés  ferreux  connus  sous  le  nom  d'acier 
et  de  métal  fondu  ont  tous  très  sensiblement  le  même  coefficient  d'é- 
lasticité qui  est  un  peu  supérieur  a.  celui  du  fer.  Il  résulte  de  là  que  la 
ligne  droite  qui  constitue  la  première  portion  de  la  courbe  d'allonge- 
ment a  toujours  la  même  inclinaison,  seulement  la  partie  curviligne 
s'en  détache  plus  ou  moins  loin  de  l'origine  pour  aboutir  à  un  point  qui 
varie  d'un  composé  à  l'autre.  A  mesure  que  la  proportion  de  carbone 
augmente,  on  constate  les  faits  suivants. 

Élévation  de  la  charge  de  rupture. 

Élévation  do  la  limite  d'élasticité  et  par  suite  de  la  résistance  vive 
d'élasticité,  puisque  la  valeur  du  coeiïïcient  ci-dessus  est  la  même  pour 
tous  les  aciers. 

Diminution  de  rallongement  final. 

Diminution  de  la  résistance  vive  de  rupture. 

Quand  la  proportion  de  carbone  dépasse  celle  qui  correspond  à  l'acier 
extra-dur,  c'est-à-dire  environ  1 7o.  la  charge  de  rupture  continue  à  aug- 
menter et,  dans  le  voisinage  de  1,25  •/»,  elle  atteint  et  dépasse  120  kg., 
tandis  que  l'allongement  proportionnel  descend  à  1  "L.  A  partir  de  ce  point 
on  constate  une  diminution  brusque  de  résistance  accompagnée  d'une 
réduction  constante  d'allongement,  et  l'expérience  montre  qu'on  cesse 
en  même  temps  d'avoir  affaire  à  de  l'acier;  on  n'a  en  réalité  qu'un  com- 
posé ferreux  intermédiaire  entre  ce  métal  et  la  fonte.  Plus  la  proportion 
de  carbone  augmente,  plus  les  chiffres  précédents  s'abaissent  et,  en 
arrivant  à  la  fonte  grise,  on  finit  par  n'avoir  plus  qu'environ  12  kg.  de 
cliai-ge  de  rupture  et  0,25  '/,  d'allongement. 

11  importe  essentiellement  de  remarquer  que  la  présence  de  corps 
autres  que  le  fer  et  le  carbone  (manganèse,  chrome,  silicium,  soufre, 
phosphore,  etc.),  modifie  notablement  les  propriétés  de  l'acier,  mais 
l'étude  de  ces  changements  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  de  ce-Traité. 

La  ti-empe  élève  la  charge  de  rupture  de  l'acier  et  diminue  l'allonge- 
ment correspondant;  plus  le  métal  est  carburé,  plus  les  changements 
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mam  fméiÊÊ»  Mac  amaiBL  0«m  â  b  SMif  (Tétastiirilé.  tanlftl  4 
^laMW*  «■■»  daa»  le  ca»  4»  Tacâer  ydil':  «a  elle  eat  parfois 
4c  aaAé.  ImtM  cir  »'êtrw  «cmb»  mIb  m  pnaeale  avec  l'acier  Tondu 
«C  ^Boarf  «r  deraiw  est  1rs  ortavê.  «Be  Rapproche  souvent  niêm^-  de 
t»  tkarg»  àt  rmf»Ma*:3  a  ë*é  ^  «ou*  reMUra  que  la  trempe  augmeots 
mniiUemmt  la  iiuaflkiaai  J'tlaaikilt  6e  raôer  dnr.  I^  tableau  de  la 
pa^  41  «at  iùuffcicBl  dtJUué  â  Bdiqaer  <k>  quel  ordre  de  gi-andenr 
•Mit  1m  dMagenesu  qne  nova  veatmu  dladi^oer  suouDairement,  J 
cbl0K»  ffoV  rarfenae  poiifiit  varier  d'âne  Banière  très  appi 
•■{«aol  la  provcnautte  el  la  fNDdê  de»  pradoils  expérimenlés. 

fomU.  —  Uea  |v«priétés  élastiques  de  b  foale  varient  d'une  maot&n 

yiv»  Bt-iMible  av«e  eoD  degré  de  dttrel^.  son  genre  de  fabric9Lion,  sa  pm- 

yttiiiifj^.  te  modf  df  coulée,  ta  lona»  des  pièces,  etc.;  la  charge  de 

rv^i'j."  qui  ij'eet  parfois  que  de  H  kg.  s'élèie.  dans  certaines  variélés 

ttm..  -lui»*,   Jqaqu'â  SS  ei  m^me  3i  kg.  (');   la  limite  d'élaslicîlé  est 

r,,,ciUer  de  t  kg.  â  8kg., 5  el  Tsllongeraent  à  la 

.,.  bans  tuas  les  ca^,  ce  mOlai  a  un  coefficient 

^^•>i»dre  qxu>  celui  du  fer  (')-  la  moitié  environ 

trauftc,  toutes  ctioses  égales  d'ailleurs,  Qse 

ik-urs  de  reffurl  de  rupture  et  de  l'allûngemMii 

I'.'  Miu  manque  ik'  duclililé.  la  fonte  résiste  mal 

1  auï  rljQcs;  cela  lient  aussi  eu  jmrtieâ  ce  que, 

il  J«  ta  masiwcn  fusion,  il  se  produit,  surtuuldu* 

les  obJet.s  voltimiiioux  el  d'épaiaseetl^ 

variatfle,  dot;  retraits  inégaux  el  par^ 

■'"S  tensions  iulérieures  quelquefois  ti 

mrgiqup.t.  En  outre  les  pièces  ea  foDlft 

I'  w-aienl,  en  toute  rigueur,  être  ointf- 

I   l'-es comme  composées  de  deuxeoiiw 

irr.'i-ciiiK  dont  l'un,  situé  à  rexlériMir. 

I  st  refroidi  au  conlacl  du  moule  beaa- 

'oup   plus  rapidement   que   l'autre  tor- 

■  ■•  |>iirtHi'i'li<  «iiH  réHiatîince  plus  grande;  on  «w* 

iclie  eslerne  consliluu  une  | 

hh«  petites  (lièces  que  dans  les  g 

wsistnnoe,  on  suppose  que  la  n 

■  IrteU*  il  MvlkoHtf.  tm'. 
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luie  pia» 
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est  homogène,  c'esL  uniquement  à  cause  de  la  complication  et  des  diffl- 
cuités  auxquelles  conduirait  une  autre  manière  d'opérer, 

La  figure  30  monire  quelle  est  la  fonne  générale  des  courbes  d'alltm- 
gemenl  relatives  à  la  fonte;  on  voit  que  la  limite  d'élasticité  y  est  beau- 
coup plus  difficile  à  saisir  qu'avec  le  fer  et  l'acier;  quelquefjois  même  la 
partie  réellement  recliligne  est  réduite  à  une  longueur  presque  insen- 
sible. 

Boia.  —  Les  propriétés  élastiques  des  bois  varient  considérablement 
avec  leur  essence,  le  terrain  dans  lequel  il  ont  poussé,  l'exposition,  les 
circonsliuicesclimnlértquesdans 
lesquelles  ils  se  sont  dévelop- 
pés, leur  âge,  le  degré  et  le  mode 
de  dessiccation,  etc.  Ceux  qui 
sont  venus  dans  des  terrains 
secs  et  à  bonne  exposition  pré- 
sentent en  général  sur  les  autres 
une  supériorité  assez  marquée. 

Les  bois  encore  liumides  pren- 
nent des  allongements  perma- 
nents sous  l'action  do  charges 
assez  faibles,  tandis  qu'une  fois 
secs  ils  n'en  éprouvent  que  de 
beaucoup  moindres  même  dans 
le  voisinage  de  la  rupture.   La  ''*■  '^ 

dessiccation  naturelle  augmente  notablement  la  résistance  du  chêne, 
mais  est  sans  influence  sur  les  essences  résineuses;  plusieurs  procédés 
de  dessiccation  arliticielle  altèrent  la  force  des  bois. 

La  figure  31  indique  la  forme  de  la  courbe  d'allongement  d'un  barreau 
à  l'état  de  siccité  ordinaire  tiré  dans  le  sens  des  fibres;  c'est  toujours 
dans  celte  direction  que  doivent  être  appliqués  les  efforts  de  traction, 
car  on  sait  que  la  résisUtnce  dans  le  sens  perpendiculaire  est  beaucoup 
moindre. 


0,40^d'alloa<i'' 


-  Résultats  pratiques  relatifs  à  la  traction. 


Les  tableaux  suivants  donnent,  dans  le  cas  d'efforts  de  traction,  les 
renseignements  principaux  qu'il  importe  de  connaître  pour  quelques-uns 
des  matériaux  les  plus  employés;  on  ne  doit  évidemment  lea  regarder 
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que  comme  des  moyennes  susceptibles  d'éprouver  en  pratique  de  nota- 
bles varialions,  (.■!.  toules  les  t'ois  qu'on  a  un  travail  important  à  exécu- 
ter, il  convient  de  déteniunfr  au  moyen  d'expériences  directes  l'effort 
de  rupture  et  l'allongcmpnt  des  matières  qu'on  se  propose  de  mettre  en 
œuvre,  en  y  joignant,  suivant  les  cas,  des  essais  de  choc;  il  est  à  peine 
besoin  d'ajouter  quo,  suivant  l'usage  universellement  adopté,  ces  ren- 
seignements devront  être  complétés  par  des  épreuves  pratiques  relatives 
à  la  façon  dont  le  métal  expérimenté  se  comporte  dans  le  travail  à  chaud 
et  â  froid.  Une  remarque  importante  à  faire  est  la  suivante:  la  valeur 
des  charges  que  nous  indiquons  comme  pouvant  être  apphquées  avec 
sécurité  est  relative  aux  cas  où  les  corps  n'ontà  supporter  ni  de  grandes 
variations  d'efforts,  ni  des  chocs  violents  ou  répétés;  s'il  n'en  est 
pas  ainsi,  il  faudra,  conmie  nous  l'avons  déjà  dit,  fixer  la  charge  de 
résistance  on  se  basant  .sur  des  constructions  analogues  qui  ont  fait  leurs 
preuves  sans  paraître  cependant  pécher  par  excès  de  sohdité. 

Le  tableau  de  la  page  67  donne  les  résistances  vives  de  quelques 
variétés  de  fer  et  d'acier;  les  nombres  qui  y  sont  incrits  ne  sont  autres 


Hg.  » 

i  que  les  aires  A  et  B  et  par  conséquent  ils  se  mesurent  facilement  sur 
E  courbes  qui  donnent  les  forces  en  fonction  des  allongements  ;  on 

I  peut  aussi  les  détemiiner  approximativement  par  le  calcul  quand  on 

kcAlUUÛt  la  charge  de  rupture  T,  l'allongement  correspondant  /,  et  la 
tite  d'éiaslicilé  (.   Pour  cela  remarquons  que  la  ligne  OH  peut  sans 

Ljgnnde  eri-eur  être  i-egaitiée  conmie  se  confondant  avec  l'axe  OY;  d'autre 
1  l'examen  des  courbes  uionlro  que  l'aire  curviligne  VDGH  est  à  peu 

ii'itrte  égale  aux  deux  tiers  du  Iriangle  VDH.  On  peut  donc  poser: 


iwTivedcriiptiiro  =  airoOHGDX=::irectanglflOVDX  —  aireVDaH  = 


I  On  pL'Ut  ét-riri'  ci'tlc  l'uinmli'  dune  autre  manière  en  appelant  K  le 


rapport  ™  eiiLre  la  limile  d'élasticité  et  la  charge  de  rupture;  on  a  alors 

en  effet 

2T  +K.T_ 


erQptnre-=iX ^ — '— =    —îg— X  /  X  T. 

Quant  à  la  résistance  vive  élastique  B,  elle  a  pour  mesure: 

1  1  '        ** 

Résistonce  vive  âastiqoe  =:  s  x  (  X  OA  =  = 


'  E~ 


iïcsisUnco  v 


Nous  ferons  enfin  remarquer  en  terminant  que,  comme  nous  l'avons 
déjà  dît  (g  27),  les  valeurs  indiquées  pour  l'allongement  de  rupture  se 
rapportent  à  des  éprouvettes  et  à  des  barreaux  ayant  les  dimensions 
actuellement  admises  par  la  Marine  militaire  et  par  la  plupart  des  grandes 
Compagnies,  soit  200  millimètres  de  long  pour  16  millimètres  de  dia- 
mètre dans  le  cas  d'une  tige  cylindrique;  c'est  là  un  point  important 
sur  lequel  nous  avons  déjà  insisté  (g  23  et  27)  et  qu'il  ne  faut  jamais 
perdre  de  vue. 
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Valeurs  approximatives  des  résistances  vives  de  divers  échantillons  de  fer. 
d'acier  et  de  fonte. 


Fer  forgé  ordinaire 
Tôleâ  coinniunea  de  fer  ei 

long 

Tôles  communes  de  fer  ei 

trftveiB 

Tôles  fines  de  fer  en  long 
Tôles  fineade  feron  travers . 
Tôles  d'acierdon  ces  d' épaia- 

Knr  moyenne. 
-Acier  extra-doux 
Acier  trèâ  dons 

Acier  dur    . 
Acier  tiéa  dnr. 
Acier  extra-dur.     . 
Fonte  grUe  ordinaire 


Chargi!  par 
m/m  carré 
qui  produit 


25,5 
31,0 


ment  de  la 
rupture 


0,160 

0,075 

0,035 
0,180 
0,100 

0,180 

0,270 
0,240 
0,170 
0,120 
0,075 
0,045 
0,0025 


de  rupiurii  I     élastique 


■il  de  H 


0,00i.i 

0,0Og.<. 

0,000.8 
O.OOà.J 
0,002.  S 

0,006.K 
0,009.3 
0,009.1 

o,0O7.y 

0,006.5 
0,004.7 

o,ooa.-.i 

0,000.0- 


Les  chiffres  donnés  pour  la  tôle  d'acier  se  rapportent  au  sen^  tk-  iiLuiii- 
drt'  résistance;  ils  différent  assez  peu  de  ceux  qui  sont  n-lalifs  a  la 
direction  perpendiculaire. 

Le  tracé  graphique  de  la  figure  33  représente  les  résultrit^  licIussus 
en  ce  qui  concerne  les  aciers. 
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COMPRESSION 


-  Phénomènes  généraux  et  formules  de  la 
compression. 


La  compression,  comme  noua  l'avons  dit  {%  10),  ne  peut  causer  par 
elle-mêTne  la  rupture,  elle  ne  la  produit  que  d'une  manière  indirecip  par 
les  dilatations  transversales  auxquelles  elle  donne  lieu  quand  les  faces 
latérales  des  corps  sont  libres  ('},  L'élude  de  la  compression  peut  dnnc, 
en  principe,  se  ramener  dans  ce  cas  à  celle  de  la  traction;  mais  en  pra- 
tique il  est  préférable  de  considérer  ce  nouveau  genre  d'efforts  absolu- 
ment à  part  du  premier  (§10)  et  d'en  chercher  séparémentles]oia;c'est 
ce  que  nous  allons  faire  maintenant. 

Supposons  que  nous  ayons  affaire  à  un  solide  droit  prismatique  homo- 
gène ABCD,  dont  la  face  AB  est  soumise  à  des 
forces  normales  de  compression  uniformément 
réparties  et  dont  la  hauteur  AC  est  assez  petite 
pour  qu'aucune  flexion  ne  soit  possible  (').  L'ex- 
périence montre  "que,  dans  ces  conditions,  les 
lois  de  la  compression  sont  les  mêmes  que  celles 
de  la  traction,  tant  que  l'élasticité  n'est  altérée 
en  aucun  point;  en  d'autres  termes,  pour  des 
valeurs  suffisamment  faibles  de  la  résultante  T'  f'i'  s-l 

des  forces  de  compression,  les  déformations  permanentes  sont  peu  ou 
point  appréciables  et  les  raccourcissements  peuvent  être  considérés 
comme  proportionnels  aux  charges. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  appelle: 

T'  la  valeur  de  l'efTort  de  compression  appliqué  à  une  tige  courte  de 
section  constante  Q  et  de  longueur  L, 


{l)  Gomme  àim  la  eu  do  l'allon 
m  ijtHstioD  eit  £gilf  Ibtoriquomont  i 


nnent  (g  il),   on  prouTerail  qoe  !•  diluUlioti  Iransiersalu 
I  1/4  du  raccoarcisMinenl  produit  par  la  tarée  ie  eomprsi- 


qoD  le  rtippOTlda  Is  hinUar  wa  plui  pelil  cAU  de  la  bue  aa  dtpiise  pu 
r  et  la  faato,  et  S  poor  les  boii. 


I 

J 


s» 
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I  r  le  raccourcissemeat  total, 

iX'ie  raccourcissemenl  par  millimèlre  courant, 

>  E'  la  charge  par  millimètre  carré, 

on  a 

r 


L'expérience  montre  en  outre  que  le  coefficient  E"  calculé  pourd 
charges  qui  n'altèrent  pas  l'élaslicilé  a  sensiblement  la  même  val 
que  pour  la  traction,  de  sorte  qu'on  peut  prendre  E'  z=  E  {•). 

Si  nous  nous  occupons  maintenant  de  ce  qui  se  passe  à  partir  i 
moment  où  les  déformations  permanentes  deviennent  sensibles, 
reconnaîtrons  expérimentalement  que,  sous  l'action  de  compressions  I 
plus  en  plus  fortes,  le  corps  se  gonfle  latéralement  en  même  temps  q 
se  raccourcit,  après  quoi  il  se  brise.  Le  mode  de  rupture  est  d'aillei 
très  différent  suivant  la  nature  de  la  matière;  les  substances  extri 
-mont  dures  et  peu  déformables  se  réduisent  en  un  grand  nombre'^ 
fragments  ;  d'autres  comme  la  fonte,  les  pierres  se  fendillent  et  se  a 
renl  sous  forme  de  coins,  de  cûnes,  de  pyramides  tels  que  M  el  N;j 
plomb  et  les  corps  mous  s'aplatissent  el  se  transforment  en  plaques;  t 
bois  el  en  général  les  corps  formés  de  fibres,  pressés  longitudinalemei 
se  rompent  par  la  séparation  de  ces  dernières,  etc.  Pour  que  ces  phâ 
mènes  puissent  se  produire  librement,  il  est  nécessaire  que  les  bld 


(1)  Olte  identiW  du  loij  de  Is  tnclion  el  de  la  cùmprewion  (pour  de»  déforantions  ei 
palilesi,  ainsi  <|u»  J'égalité  dn  coofBcionts  E  ni  ¥.'  résultanl  des  prineipna  mémos  qui  sanentl 
ba»  â  II  Ibéorie  mathécniitiitiui  de  l'élaaticiW  ;  on  adamt  en  oITat  dam  colle  Ihfotio  que  l'u 
laij'eïerceïBtra  deui  moléculei  est  une  fonclion  continue  de  leur  »euJe  dislime  (§  il.  et  i 
In  part  on  t  é\i  amené  t  reeonnallro  que  celle  attion  T  =  f  {\]  est.  pour  dos  iéhna»)i 
nalrtmomcnl  pelitei,  une  fonction  linéaire  ic'esl-à-dii«  du  premier  degré»  do  la  Tirialiou  \  ' 
lanc*  relaliie  de»  molécules.  En  raison  de  celle  linéarilé,  on  a  [pour  un  raccourciasemen 
monl  pelil  y  =  —  -,) 

{{-D^-f  (Il 
e'ul-i-dire  qu'au  signe  près  ji.s  effets  olserïés  doivenl  «Ira  les  mêmes. 

Il  la  sana  dire  que,  dts  <]ub  i™  conlractions  ne  sont  plus  eilrêmement  petites,  celle  i< 
"tt«  deiiitar;  en  parliculier    ri.Q  ne  permet  do  pré*oir  si.  peur  la  Iractioo  ol  U  comprei 
l'ilnslicilé  coramoncera  fi  s'alti'rer  scrnnl  les  mémei 
Wluins  corps  tels  que  U  fonte,  les  dont  limites  on  question  sont  l> 
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expérimentés  ne  soient  pas  trop  minces;  Hodgkinson  a  proposé  de  les 
faire  une  fois  el  demie  a  deux  fois  plus  hauts  que  larges.  Malgré  celte 
précaution,  il  est  souvent  difficile  de  saisir  le  moment  précis  auquel  on 
doit  considérer  la  désagrégation  comme  opérée,  aussi  règne-l-il  une 


assez  grande  incertitude  sur  la  valeur  d'un  certain  nombre  ds  cliilTres 
de  rupture. 

Dès  que  le  rapport  de  la  longueur  au  plus  petil.  cftié  de  la  hase 
alteinl  une  certaine  valeur  variable  d'une  matière  à  l'autre  (environ  4  à 
5  pour  le  fer  et  la  fonte,  8  pour  les  bois),  les  pièces  comprimées  se  com- 
porlenl  d'une  façon  loulf  différente;  il  se  produit  une  flexion  qui  déler- 
mine  la  rupture  bien  avant  qu'on  ait  atteint  la  charge  qui  correspond  à 
VycTasement  des  blocs  de  peu  de  hauteur;  nous  nous  occuperons  plus 
\at4  de  ces  pliènoinènos  à  propos  des  pièces  chargées  debout  (*î  101  et 
suivants). 


~  Charges  de  séourlté  admissibles  dans  le  cas  de  la 
compression. 


Lps  charges  qui  déterminent  la  rupture  d'une  substance  par  traction  ou 

I«ir  compression  diffèrent,  en  général,  sensiblement  enire  elles,  mais 

celles  qui  correspondent  à  la  limite  d'élasticité  ont,  sauf  pour  la  fonte, 

(lesvaieursquine  s'éloignent  pas  beaucoup  les  unes  des  autres,  et,  comme 

c'est  d'après  ces  dernières  que  nous  fixons  les  forces  uiaximuiu  qu'on 

peut  appliquer  avec  sécurité,  nous  voyons  que  nous  sommes  conduit 

â  adopter  pour  ces  deux  genres  d'efforts  à  peu  près  les  mêmes  cliiffres 

de  résistance  (la  fonte  exceptée);  on  trouvera  plus  loin  ceux  qu'un  peut 

admettre  pour  les  corps  les  plus  employés  dans  les  cunstruclious. 
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§  31.  —  Particularités  relatives  au  fer,  à  la  fonte,  au  bois. 


Le  fer  se  brise  sous  des  efforts  de  compression  inférieurs  à  ceux  qui 
déterminent  sa  rupture  par  traction  (environ  25  kg.  par  millimètre  carré 
au  lieu  de  34  kg.),  mais  dans  les  deux  cas  son  élasticité  ne  commence  à 
s'altérer  que  dans  le  voisinage  d'une  charge  qui  ne  s'éloigne  pas  nota- 
blement de  13  kg.  La  fonte  résjste  beaucoup  mieux  à  la  compression 
qu'à  la  traction  (75  kg.  pour  la  rupture  de  la  fonte  grise  au  lieu  de  12  kg., 
et  24  kg.  pour  la  limite  d'élasticité  au  lieu  de  6  kg.)  ;  il  importe  d'ail- 
leurs de  ne  pas  oublier  que  la  résistance  de  ce  métal  varie  avec  sa 
composition,  son  mode  de  fabrication,  la  grosseur  des  pièces,  etc.  :  les 
fontes  très  carburées  à  larges  facettes  s'écrasent  sous  une  charge  de 
40  kg,  tandis  que  dans  certaines  espèces  dures  à  grains  serrés  ce  chiffre 
s'élève  à  110  kg.  Pour  tous  ces  corps  (fer^  acier,  fonte)  le  coefficient 
d'élasticité  relatif  à  la  compression  parait  être  un  peu  moindre  que 
pour  la  traction,  mais  la  différence  est  assez  faible  pour  être  négligée 
dans  la  pratique. 

Certains  bois  non  résineux,  et  en  particulier  le  chêne,  sont  beaucoup 
plus  résistants  quand  ils  sont  secs  que  quand  ils  sont  humides.  Avant 
de  se  rompre,  ils  éprouvent  un  raccourcissement  considérable  qui  peut 
atteindre  pour  le  chêne  le  tiers  de  la  hauteur,  et  pour  le  pin  la  moitié. 


S  32.  —  Circonstances  qui  influent  sur  la  résistance  A  la 

compression. 


Les  circonstances  dont  nous  avons  signalé  l'influence  sur  la  résistance 
à  la  traction  produisent,  dans  le  cas  de  la  compression,  des  effets  analo- 
gues, mais  moins  bien  étudiés  jusqu'ici  ;  suivant  quelques  expérimenta- 
teurs, la  grandeur  et  la  forme  de  la  section  transversale  affectent  d'une 
manière  très  sensible  la  valeur  de  la  charge  par  millimètre  carré  qui 
produit  la  rupture,  sans  qu'il  soit  possible  cependant  d'établir  des  règles 
bien  nettes  à  ce  sujet. 


r 
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§  33.  —  Râsultats  pratiques  relatifs  &  la  compression. 


Bésistance  à  la  compression 


Chwge 

[jsr   m/ m  Mrré 

qu'on  p«nl 

Charge 
pir  m/m  erré 

«Itéwr 
l'élssIiciM 

Cl..» 
l»r  m(«  ont 

la  raptur. 

Coefficient 
d'ilaalicit*  E' 

Fer  fpi^é     .     . 

6*,00 
7,00 
7.50 
9,00 
10,50 
12,00 
13,50 
12.00 
4,00 
2.20 
3,30 
0.85 
0,60 
0,50 

de  10  à  15* 

24,00 

26*,00 

là 

t  -s 

75,00 

8,50 
6,00 
fi, 00 

Acier  extra-doui.  . 
Acier  très  dooK.     . 

21O0O 
21O0O 

Acier  très  dur.  .     . 
Acier  extra-dur.     . 
Fonte  grise  ordinaire 
Cnivre  ronRC     .     . 

211)00 
21O0O 
0500 

Bronue    .... 

Tcak..     .... 

Chéno  secdebonnfl  qn 

mit 

CHAPITRE    IV 


GLISSEMENT 
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GLISSEMENT 


§  3i.  —  Phénomènes  généraux  dn  glissement. 
Coeraclent  de  glissement. 

Considérons  une  pièce  ABCD  fixée  d'une  manière  invariable  ou, 
comme  on  dit,  encastrée  dans  un  support  rigide  quelconque,  un  mur 
par  exemple,  el  appliquons  à  la  partie  11  une  force  Q  située  dans  le  plan 
d'en::a!itremeut  ST;  l'expérience  prouve  que  dans  ces  conditions  les 


M 

s              c. 

•^^1  ^ 

" 

s 

■r              u 

Kg.  36 

deux  portions  11  el  K  tendent  à  se  séparer  par  suite  d'un  déplacement 
langeutiel  de  l'une  par  rapport  à  l'autre  effectué  suivant  le  plan  ST;  ce 
ptiénomèue  constitue  ce  qu'on  ;i]>pelle  le  glissement,  et  on  dit  que  la 
pièce  tend  à  être  cisaillée  sous  l'action  de  l'effort 
tranchant  Q. 

Soitp  un  point  quelconque  pris  sur  une  sec- 
tion UV  qui  est  parallèle  à  ST  et  qui  en  est  infini- 
ment voisine;  par  l'effet  du  cisaillement,;)  se 
déplace  le  long  de  UV  d'une  certaine  quantitépp' 
qu'on  appelle  glissement  total  ou  absolu,  et,  en 
menant  la  normale  pm,  on  donne  le  nom  de  glis- 
sement par  unité  de  longueur  ou  simplement  de 

glistement  au  rapport^  qu'on  peut  remplacer 

pm 
sans  erreur  sensible,  a  cause  de  la  petitesse  des  Fi|.  37 
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déformations,  par  la  valeur  trigonoméirique  de  l'angle  pmp';  nous  le 
désignerons  par  la  lettre  i. 

Appelons  dw  un  élément  infiniment  petit  de  la  section  ST  ayant  m 
pour  centre,  q  la  portion  de  l'effort  total  de  cisaillement  qui  lui  est  ap- 
pliquée, et  i  le  glissement  au  point  en  question  ;   nous   admettrons 

comme  im  fait  résultant  de  l'expérience  que  le  rapport -r—^ — ..  est  con- 
stant pour  une  même  espèce  de  matière  (et  pour  une  même  direction  de 
l'effort)  et  nous  poserons 


rfuiXt 


G 


Par  analogie  avec  ce'que  nous  avons  fait  dans  le  cas  de  la  traction  et 
de  la  compression,  nous  donnerons  au  nombre  G  le  nom  de  coefficient 
(TélasHcité  de  glissementf  ou  simplement  de  coefficient  de  glissement. 
Comme  pour  la  quantité  E,  sa  valeur  n'est  constante  dans  toutes  les 
directions  et  pour  tous  les  points  du  corps  que  dans  les  solides  isotropes^ 
c'est-à-dire  homogènes  et  d'élasticité  constante  (%  18);  dans  le  cas  par- 
ticulier de  matières  fibreuses  telles  que  les  bois,  G  varie  beaucoup  sui- 
vant le  sens  du  cisaillement. 

Comme  on  le  voit,  si  on  appelle  R"  l'effort  de  cisaillement  ^  qui 

s'exerce  en  un  point  donné  et  sur  un  petit  élément  de  1  millimètre 
carré,  on  a 

R"  =.  G  X  I 

formule  tout  à  fait  analogue  à  celles  de  la  traction  et  de  la  compression, 
R -EXX,  R'=E'xV. 


§  3S.  —  Etude  des  phénomènes  du  glissement. 


Tout  glissement  équivaut  à  une  dilatation  et  à  une  contraction  moitié 
moindres  suivant  des  lignes  inclinées  à  45^  sur  la  direction  du  glisse- 
ment. 

m  étant,  comme  précédemment,  un  point  quelconque  pris  sur  la  sec- 
tion ST  qui  tend  à  être  cisaillée,  et  UV  une  section  parallèle  infiniment 
voisine,  considérons  le  rectangle  infiniment  petit  mprt;  celui-ci  se  dé- 
forme par  le  glissement  et  se  transforme  en  un  quadrilatère  m'p'r'f 
qui,  à  cause  de  la  petitesse  des  déformations  et  de  la  loi  de  continuité 
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qui  les  régit,  peut  être  regardé  comme  ayant  ses  côtés  rectilignes  et 
parallèles  (*),  c'est-à-dire  comme  étant  un  parallélogramme  ;  Tune  des 
diagonales  m  /  s'allonge  et  Tautre  pr  se  raccourcit  de  quantités  que 


m 


** 


U    r' 


Fig.38 

nous  allons  évaluer.  A  cet  effet,  menons  les  lignes  m' t,  m*  f  ainsi  que 
tj  perpendiculaire  km*f;  la  diagonale  mt  éprouve  un  allongement  par 
millimètre  courant  qui,  à  un  infiniment  petit  près,  est  égal  à 


wiV  —  mU  __    jV    _  te  X  sin  a  __  r't  X  f  X  sin  « 


mH 


m't 


m*t 


r't 


=  f  X  sina  XC08  a 


ces  a 


Nous  verrions  de  même  que  le  raccourcissement  par  millimètre  cou- 
rant de  la  diagonale  pr  est  égal,  lui  aussi,  à 


t  X  sm  a  X  008  a 


et,  comme  ces  deux  expressions  sont  maximum  pour  a  i-  48**  et  devien- 

■ 

nent   alors  3. ,  il  en  résulte  qu'un  glissement  quelconque,  se  produisant 


/ 


•  777 


f 


V^O' 


Fig.   39 


au  point  m  dans  le  sens  ^  donne  lieu  tout  autour  de  m  à  des  allonge- 
ments  et  à  des  raccourcissements  qui  sont  maximum  et  égaux  à  -^  sui- 
vant  les  directions  9  et  ^'  inclinées  à  48**  sur  f\  c'est  précisément  ce  que 


vi;  Voir  la  ronton  d«s  prùmeSt  par  de  Saint- Venant,  p.  i,  et  les  Comptes  Rendus  de  VAcO' 
xê  des  Sciences,  1er  semestre  1880,  p.  53  et  209. 


§36 
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et  le  glissement  i,  tel  que  nous  l'avons  défini  (g  34)  est  par  suite 


R"_   R 
20 


•=G-- 


Ce  premier  point  une  fois  établi,  remarquons  que  l'angle  de  glisse- 
ment i  est  égal,  par  définition,  à  la  quantité  dont  s'incline,  dans  la  dé- 
formation infiniment  petite  considérée,  la  normale  BM  à  la  face  AD  et 


?ig.  il 


on 


voit  facilement  que  l'angle  M'B'D'  a,  par  conséquent,  pour  valeur 


45<>— -i-  On  a  donc 
2 


et  par  suite 


i  =  M 1?  M' =  M  B' D' -  M»  S^  D' -  î  -  P 


8in|.=   -^coaP-BinP-^^ 


Or,  en  menant  la  perpendiculaire  M'P,  on  voit  sur  la  figure  que 


>T^» 


B'P__FD_ 
•^^P-S^'  ""  2Bir 


.    „      M'P_    A'Bl 
8"»P  =  Bir~  2FM' 


ce  qui  peut  s'écrire 


cos  p  = 


1  +  ^ 


1  — ii>- 


s«»|S=-;^ 


Par  conséquent 


9''»9.=  «(^ +  *"'-         2E 


X 


En  raison  de  la  petitesse  de  l'angle  t,  on  peut  remplacer  sin  -j  par-^» 
de  sorte  que 


._  R(l  +  »i) 
'-        1 


Égalonsmaintenant  celte  valeur  de  t  à  celle  (  j—  -^j:;-  ]  que  noua  avons 
trouvée  tout  à  l'heure  ;  il  vient 


4'oâ 


2  (1  + 1) 

relation  qui  a  une  importance  capitale  dans  la  théorie  mathématique  de 
l'élas licite  (*). 

1 
Si,  dans  l'expression  ci-deasus,  noua  remplaçona  •t\  par  sa  valeur  t 

que  noua  avons  admiae  pour  les  solides  isotropes,  c'est-à-dire  homogènes 
et  d'égale  contexture  en  tous  sens  ($  21),  nous  obtenons 


-  Charge  de  sécurité  des  pièces  soumises  &  un  effort 
de  cisaUlement. 


II  n'exisle  pas  d'expériences  permettant  de  fixer  d'une  manière  bien 
exacte  la  plus  forle  valeur  de  l'efiforl  de  cisaillement  qu'on  peut  appli- 
quer en  toute  sécurité  aux  divers  matériaux  employés  dans  les  con- 
structions; faute  de  uiipux,  on  se  guide  souvent  sur  les  conaidératlons 
suivantes:  aoienl»  elX  le  glissement  et  l'allongement  (ou  le  raccourcisse- 
menl)  maximum  par  millimètre  courant  compatibles  avec  la  matière 
considérée;  la  charge  cherchée  est  égale  à  Gxi  et  si  on  admet  qu'on 

2 
puisse  prendre,  coumie  la  théorie  nous  l'a  indiqué,  t  =  2  X  el  G=  -  E, 

on  a 

R  étant  la  charge  de  sécurité  parmiUimèlre  carré  relative  soit  à  la  trac- 
lion  soit  à  la  compresaion.  Telle  est  la  valeur  que  l'on  adopte  souvent 

III  Au  lieu  ds  riisoDiMr  snr  un  limple  urré,  comma  noiu  rsTons  bit,  on  pourrait,  à  l'eiemple 
iD  cube,  c<i  qui,  par  ud  moda  de  raiuniMiiwnt  idaptique,  coudait  lu  méa* 
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faute  d'expériences  précises,  en  ayant  soin  de  prendre  pour  R  le  plus 
petit  des  deux  nombres  qui  correspondent  aux  deux  genres  d'efforts 
ci-dessus  quand  la  matière  ne  résiste  pas  également  bien  à  Fun  et  à 
Tautre. 

Les  données  expérimentales  que  nous  possédons  sur  la  résistance  à 
la  rupture  par  glissement  justifient,  au  moins  dans  une  certaine  mesure, 
la  règle  précédente;  on  a  reconnu,  en  effet,  que  la  force  nécessaire  pour 

cisailler  un  certain  nombre  de  corps,  le  fer  par  exemple,  est  égale  envi- 

4 
ron  aux  ^  de  celle  qui  détermine  la  rupture  par  traction  ;  en  prenant 

p  R  pour  charge  de  sécurité  on  adopte  ainsi  la  même  fraction  de  la 
5 

charge  de  rupture  aussi  bien  pour  le  glissement  que  pour  la  traction  et 
la  compression,  ce  qui  est  assez  rationnel  à  défaut  d'expériences  per- 
mettant de  fixer  la  limite  d'élasticité  relative  au  genre  d'efforts  qui 
nous  occupe. 


§  38.  —  Réciprocité  des  glissements. 

Un  glissement  quelconque  ne  peut  se  produire  sans  en  faire  naître  un 
autre  de  même  valeur  dirigé  dans  un  sens  perpendiculaire  au  premier. 
C'est  là  un  fait  géométrique  qui  résulte  de  la  transformation  du  rec- 
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tangle  mprt  dans  le  parallélogramme  m'pWV;  par  suite  de  cette  dé- 
formation il  se  produit  les  deux  faits  suivants  : 

1**  L'angle  m  varie  et  devient  m',  ce  qui  donne  lieu  à  un  glissement 
de  pt  par  rapport  à  mr  égal  à  la  mesure  trigonométrique  de  l'angle 
pm'p\  et  provenant  directement  de  la  force  de  cisaillement. 

2^  L'angle  r  varie  lui  aussi,  et,  pour  lui  rendre  sa  valeur  première, 
il  faudrait  que  m'p'  vînt  en  m\p\\  mp  a  donc  glissé  par  rapport  à  ri 
d'une  quantité  mesurée  par  l'angle  in\r'm*  évidemment  égal  à  pm'p"; 
on  voit  par  là,  comme  nous  l'avons  annoncé,  que  les  côtés  1  et  2  du 
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rectangle  considéré  éprouvent  des  glissements  égaux  par  rapport  aux 
eûtes  3  et  4  qui  leur  sont  respectivement  parallèles. 

11  est  facile  de  se  rendre  compte  d'une  autre  manière  de  la  coexis- 
tence forcée  et  de  l'égalité  des  glissements  qui  se  produisent  dans  deux 
directions  rectangulaires  :  isolons  en  effet  dans  l'intérieur  d'un  corps 
quelconque  en  équilibre  un  cube  infiniment  petit  dans  lequel  la  face 
AB  soit  soumise  de  la  part  de  la  matière  environnante  à  une  force 


/ 


V 


v:  . 
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oblique  F  ayant  pour  composante  langentielle  ^  ;  la  face  CD  étant  infi- 
niment peu  distante  de  AB  est  sollicitée  par  une  force  égale  et  paral- 
ii'le  donnant  lieu  par  conséquent  à  une  composante  tangentielle  ç,  égale 
à  la  précédente  mais  de  direction  contraire;  les  forces  9  et  9,  tendfnt  à 
fjiire  tourner  lecube  dans  le  même  sens  autour  de  l'axe  a?;  donc,  imis- 
que  l'équilibre  a  lieu,  il  faut  qu'il  existe  le  long  des  faces  AK  et  HD  des 
forces  ç'  et  ç,'  égales  et  perpendiculaires  à  9;  en  d'autres  termes  quand 
un  élément  plan  inSiiiment  petit  quelconque  pris  à  l'intérieur  d'un 
solide  est  soumis  à  une  force  de  glissement  ip,  il  est  certain  qu'un 
second  élément  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force  est  sollicité 
par  un  effort  tangentiel  ayant  même  valeur  par  unité  de  surface  et 
dirigé  à  angle  droit  avec  le  premier.  C'est  là  un  fait  qu'il  ne  faut  pas 
perdre  de  vue  quand  on  veut  s'assurer  qu'un  corps  est  capable  de 
résister  â  un  effort  donné  de  cisaillement  ;  pour  les  substances  fibreuse? 
en  particulier  telles  que  les  bois,  il  est  prudent  de  ne  jamais  compter 
que  sur  la  résistance  qui  correspond  au  sens  de  plus  facile  glissement, 
sans  quoi  on  voit  les  âbres  se  disjoindre  et  glisser  les  unes  par  rap- 
port aux  autres  sous  l'action  de  forces  agissant  dans  la  direction  per- 
pendiculaire à  celle  de  l'effort.  Les  coefficients  que  nous  adopterons  en 
pratique  seront  assez  faibles  pour  que  nous  n'ayons  rien  à  craindre 
sous  ce  rapport. 


L 
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§  39.  —  Répartition  du  glissement  dans  une  section 

transversale. 


Soit  ABCD  une  pièce  dans  laquelle  une  section  transversale  ST  est 
soumise  à  un  effort  de  cisaillement  Q;  m  étant  un  point  quelconque 
pris  sur  cette  dernière,  nous  avons  vu  que  le  rectangle  mpri  se  trans- 
forme dans  le  parallélogramme  nCp'r'C,  et  nous  avons  appelé  glisse- 
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ment  au  point  considéré  l'angle  pmp'  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'angle  yp' M  formé  par  l'élément  p'C  et  la  ligne  p'u  menée  perpendicu- 
lairement à  m'p'. 

Ceci  posé,  deux  cas  peuvent  se  présenter: 

1**  Le  glissement  i  a  la  même  valeur  dans  toute  l'étendue  de  la  sec- 
tion considérée  depuis  S  jusqu'en  T. 

2**  Ce  glissement  varie  d'un  point  à  un  autre. 

Nous  allons  examiner  successivement  chacun  d'eux.  En  premier  lieu, 

5!  -.-  S 


ml. 
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si  i  a  une  valeur  constante  de  S  en  V,  tous  les  petits  éléments,  tels  que 
jo'i'  rencontrent  les  fibres  de  la  pièce  sous  un  angle  constant  égal  à 


Fig.  46 

90^ —  i,  et  par  conséquent  ime  section  transversale  primitivement  plane 
reste   plane  après   la  déformation;    tel  est  le  fait  qui  caractérise  la 


répartition  uniforme  du  glissement.  Si,  an  contraire,  i  changed'un  point 
â  l'autre,  il  est  clair  que  la  section  SV  éprouve  forcément  un  gauchisse- 
ment plus  ou  moins  prononcé  comme  l'indique  la  figure  46.  Avec  la 
forme  qui  est  représentée  en  S"T"  et  que  noua  renconli'jrons  i-n  nous 
occupant  de  la  flexion,  le  glissement  est  nul  en  S"  et  T"  .i  maximuni 
eoK. 

Proposons-nous  de  reconnaître  dans  quels  cas  une  fuicf  lie  cisaille- 
menl  Q  se  répartit  ou   non  d'une  manière  uniforme  dans  la  section 
transversale  à  laquelle  elle  est  appliquée.  En  vertu  du  i)Hiiii[>(.i  de  réci- 
procité dont  nous  avons  parlé  précédemment,  il  ne  y 
peut  y  avoir  en  un  point  quelconque  de  force  de    ( 
glissement  transversal  q,  sans  qu'il  existe  en  même    | 
temps  un  effort  égal  de  glissement  longitudinal  g'     \ 

dirigé  perpendiculairement  a  la  section  ST;  si  donc     ! 

le  contour  extérieur  de  cette  dernière  est  libre  et 
soumis  simplement  à  la  pression  de  l'atmosphère, 
la  répartition  uniforme  ne  peut  exister;  q'  et  par  cûi]sf(}iiont  q  sont 
nuls  sur  tout  le  pourtour  en  question  et  il  se  produii  iii]  ^'aucliis- 
sement  tel  que  les  angles  en  S"  et  T"  sont  droits;  en  d'iuilns  termes, 
quelque  considérable  que  puisse  être  l'effort  decisaillenicni  ijui  s'exerce 
sur  les  molécules  intérieures  d'un  corps,  tout  point  situé  sur  iur'  paille 
libre  de  sa  surface  extérieure  n'éprouve  aucun  glissetnciil  ei  ne  sup- 
porte pas  la  moindre  partie  de  l'effort 
tranchant  total;  c'est  ce  qui  arrive  pour 
les  boulons  et  les  rivets  qui  ont  du  jeu 
dans  leurs  trous.  Pour  qu'il  y  ait  répar- 
tition uniforme,  il  faut  appliquer  sur  la 
surface  extérieure  des  forces  longitudi- 
nales convenables  ou  adopter  un  dispo- 
sitif qui  en  tienne  lieu,  par  exemple  fixer 
la  pièce  par  un  encastrement  dans  lequel 
elle  soit  invariablement  scellée  ou  soudée, 
ou  qui  lui  fasse  subir  un  frottement  au  moins  égal  àla  viileur  de  l'effort 
longitudinal  de  glissement.  Tel  est  sensiblement  te  <;(s  lie.-i  rivels 
qui  réunissent  deux  feuilles  de  tôle,  d'un  tourillon  ou  iVyiuf  brocin- 
de  faible  longueur  qui  sont  taraudés  ou  emmanchés  à  frulleniciit  très 
dur,  etc. 
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§  40.  —  ForKoles  du  gHBBfrmfnt  réIatiTes  aa  cas  d^nne^ 

réparCitiCMi  unif omie. 

Pour  QD  point  qu^lcooqiie  d'une  section  soumise  à  un  effort  tran- 
chant Q,  nous  avons  vu  que  Ton  a 

Si  I  est  supposé  constante  on  a  pour  Fensemble  de  la  surface  û 


Q  =  G  X  •  xfdm  =  G  X  û  X  • 


Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  qu*fl  parait  prudent  de  ne  pas 
dépasser  pour  la  charge  de  cisaillement  par  millimètre  carré,  6  x  t. 

Nous  verrons,  en  nous  occupant  de  la  flexion,  ce  qu'il  convient  de 
faire  quand  la  force  de  cisaillement  ne  se  répartit  pas  d'une  manière 
uniforme. 


§  41.  —  Résultats  pratiqaes  relatifs  aa  glissement. 

Résistance  au  cisaitlemenL 


Fer  forgé  supportant  à  la  traction 
34  kil.  par  m/m  carré. 

Acier  extra- doux 

Acier  très  doux 

Acier  doux 

Acier  dur 

Acier  très  dor 

Acier  extra-dar.     •     .  .... 

Fonte 

Cairre  ronge 

Laiton 

Bronze  à  10  ®/o  d*étain  supportant  à  la 
traction  20  kil.  par  m/m  carré.  .     .     . 

Chêne 

Pin 


ChMIfffb 

par  m'm  câiré 

qa*oii   pMt 

appliquer  atae 

flécnrité 


Charge 

par  m/m  carré 

qui  produit 

la  raplnre 


Coefficient 

d'élasticité 

de  glissement 

G 


5*,00 
5,60 
6,00 
7,20 
8,40 
9,60 
10,80 
1,70 
3,00 
1,70 

2,00 
0,40 
0,85 


80*,00 
32,00 
85,00 
41,00 
47,00 
54,00 
60,00 
10,00 
18,00 
10,00 

12,00 
2,5 
2.0 


7000 
7500 
7500 
7500 
7500 
7500 
7600 
4000 
4800 
2100 

1060 
400 
400 


Les  valeurs  données  dans  ce  tableau  sont  loin  d*être  déterminées 
d'une  manière  bien  exacte,  surtout  en  ce  qui  concerne  les  coefficients 
d'élasticité. 


CHAPITRE  V 


FLEXION 


FLEXION 


FLEXION    PLANE 


§  4â.  —  Définition  des  pièces  étudiées. 

Soil  ABCD  un  solide  engendré  par  une  aire  piano  S  dont  le  centre  de 
grarité  G  se  déplace  le  long  d'une  ligne  IIK  droHe  ou  1res  légèrement 
courbe  mais  plane,  et  qui  lui  reste  conslaininent  normale  sans  subir  d'ail- 
leurs aucune  rotation  dans  son  propre  plan.  Les  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  la  pièce  sont  supposées  toutes  contenues  dans  un  même 
plan  (celui  de  la  courbe  HK)  qui  est  en  outre  un  plan  de  sj-niélrie  pour 


la  surface  S;  celle-ci  peut,  du  reale.  soit  rester  toujours  identique  à 
flle-mèine,  soil  varier  de  forme  ou  d'étendue  d'une  manière  lente  et 
continue;  nous  admettons  enfin  que  les  dimensions  transversales  de 
l'aire  S  sont  faibles  relativement  à  la  longueur  du  solide  considéré  (') 
el  qu'elles  peuvent  êlre  considérées  comme  restant  invariables  sans 
éprouver  jamais  de  contraction  laLéraie  (§  21).  Il  est  bien  clair  que, 
dans  les  conditions  qui  viennent  d'êlre  indiquées,  tout  se  passe  de  la 
même  façon  de  part  et  d'autre  du  plan  Je  symétrie  dans  lequel  se 
trouve  par  suite  la  ligne  des  fibres  moyennes  HK  à  tout  instant  de  la 
déformation. 

Noos  supposerons,  dans  l'étude  qui  va  suivre,  que  les  forces  tendant 
a  courber  la  pièce  ou,  en  d'autres  termes,  à  produire  une  flexion  sont 
assez  faibles  pour  que  la  limite  d'élasticité  soit  à  la  traction,  soil  â  la 

(I)  Q«s*d  cette  denita  condition  B'«it  pu  remplie,  lu  ph&iomènM  do  ciuillciiienl  pcnrent 
iiwTBBC  în^ttaBce  »tt  moim  vusi  gnnde  qnp  ceoi  d«  Oeiion;  œ  Mswra  iacidamnieat  étadti 
upncmAe  50  nvec  1m  rtglai  pntiipM  k  adopter. 
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compression,  soil  au  cisaillement  ne  soil 'atteinte  en  aucun  point;  nous 
admettrons  en  outre  que  le  solide  considéré  se  déforme  très  peu  et  dans 
des  conditions  telles  que  ni  la  valeur  des  forces,  ni  leurs  bras  de  levier 
ne  soient  modifiés  d'une  manière  appréciable,  de  sorte  que  nous  pour- 
rons relever  les  valeurs  des  unes  et  des  autres  sur  la  pièce  prise  à 
l'état  naturel.  Nous  verrons  plus  tard  ce  qu'il  convient  de  faire  quand 
ces  diverses  suppositions  s'éloignent  trop  de  la  réalité  pour  qu'il  soit 
possible  d'agir  de  celte  manière;  nous  dirons  également  plus  loin  (§  5J) 
quelques  mots  relatifs  au  cas  où  te  solide  étudié  n'est  pas  homogène, 
comme  nous  le  supposons  en  ce  moment. 


§  43.  —  Flexion  produite  par  on  couple. 

1'  Etude  de  la  déformation  produite.  —  Pour  simplifier  l'étude  de  la 
flexion  définie  comme  nous  venons  de  le  faire,  nous  examinerons 
d'abord  divers  dispositifs  simples  de  forces  extérieures,  après  quoi 
nous  supposerons  que  celles-ci  peuvent  être  situées  den'importe  quelle 
manière  et  en  nombre  quelconque  dans  le  plan  de  symétrie  du  solide. 
Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  elles  se  réduisent  à  un  couple  M  (') 
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dont  le  moment  est  supposé  ne  pas  varier,  au  moins  d'une  manière  sen- 
sible, par  suite  de  la  déformation  de  la  pièce.  Nous  supposons  que  celle- 
ci  est  encastrée  dans  un  support  rigide,  un  mur  par  exemple,  c'est-à-dire 
qu'elle  y  est  fixée  de  telle  façon  que  la  partie  lïS  qui  y  est  engagée  ne 
puisse  changer  en  aucune  manière  d'inclinaison;  nous  dirons  plus  lard 
(§  19)  dans  quelle  mesure  cette  condition  peut  être  réalisée  pratiquement. 

Nous  admettrons  comme  résultat  expérimental: 

1"  Que,  sous  l'action  du  couple  M,  les  fibres  s'allongent  dans  la  partie 
AC  et  se  raccourcissent  dans  la  partie  BD,  en  restant  parallèles  après  la 

(1  )  Od  vcttï  an  parigrapbe  76  un  dispogitir  trèa  limpla  ipi  rantre  dsiu  M  eu. 
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^iéionnalîon  si  elles  Tétaient  auparavant.  Il  existe  donc  quelque  part,  dans 
rinlérieur  de  la  pièce,  une  ligne  de  fibres  HK  qui  ne  change  pas  de  lon- 
gueur ;  on  lui  donne  le  nom  de  ligne  des  fibres  neutres  ou  invariables. 

2*  Que  les  lignes  droites  mn,  m*n*.,..,  tracées  normalement  à  la  ligne 
des  fibres  moyennes  (telle  que  nous  Tavons  définie  précédemment)  res- 
tent droites  et  normales  à  cette  ligne  déformée  (*). 

On  peut  s'assurer  que  ces  lois  sont  bien  conformes  à  la  réalité,  en 
faisant  quelques  expériences  sur  des  poutres  en  bois  ou  en  fer  soumises 
à  des  efforts  qui  sont  assez  considérables  pour  donner  lieu  à  une  flexion 
prononcée.  On  a  remarqué  en  particulier  qu'en  faisant  des  traits  de  scie  a 


^M 
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6,  c,...  à  la  partie  inférieure  de  la  pièce  et  en  venant  ensuite  à  les  rem- 
plir avec  des  cales  de  bois  ou  de  métal,  la  résistance  ne  se  trouve  pas 
altérée,  ce  qui  prouve  bien  qu'il  y  a  compression  dans  cette  région.  Si  au 
contraire  les  traits  en  question  sont  pratiqués  du  bord  opposé  en  a\ 
b\  c',...  on  les  voit  s'ouvrir  de  plus  en  plus 
à  mesure  que  l'eflfort  augmente,et  la  rupture 
se  produit  beaucoup  plus  tôt. 

Ces  lois  expérimentales  vont  nous  per- 
mettre de  trouver  comment  se  comporte  la 
poutre  ABCD.  Soit  en  effet  HK  la  ligne, 
pour  le  moment  inconnue,  des  fibres  inva- 
riables  supposée  primitivement  rectiligne; 
considérons  une  section  mn  normale  à  cette 
dernière  et  faisant  un  angle  ^  avec  la  ver- 
ticale; soit  w'n'  une  autre  section  normale 
infiniment  voisine  de  la  première,  appelons  p 
le  rayon  de  courbure  de  HK  au  point  a,  et 
soit  apsds.  Désignons  par  rfs'  la  longueur  ^    ta 

(l)  Cest  Charles  Dupin  qui,  dans  des  expériences  faites  à  Corfou  alors  qu'il  y  était  Ingénîeor 
^  la  Harine  française,  élucida  ces  points  délicats  qui  étaient  restés  jusque  là  fort  obscurs  malgré 
les  recherches  de  Galilée,  de  Mariette,  de  Leibnitz  et  de  Jacques  Bemouilli* 
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^, 


que  prend  one  portion  de  fibre  «■■  située  a  une  dislance  e  du  point  i 
Aiaiit  la  défurmaiioii  un  a  dt'  =idt.  tandis  que  mainlenant 

d*  =  ?  X  dî 
ce  qui  donne  pour  l'aUongeoienl  par  millimètre  courant  de  le' 


Si  donc  nous  admettons,  ce  qui  est  suffisamment  conforme  à  la  aa- 
litë,  que  les  choses  se  passent  comme  si  la  fibre  it'  était  isolée  du 
reste  de  la  pièce  et  soumise  à  un  simple  effort  de  traction  (ou  de  com- 
pression), sa  tension  est,  en  appelant  dm  sa  section 


E.  d<o.  X  =  E.  (Jsi.  ' 


(•) 


Telle  esl  l'expression  de  la  tension  éprouvée  par  une  fibre  quelcon- 
que de  m  en  «;  au-dessous  de  ce  dernier  point  il  y  a  non  pas  allonge- 
ment, mais  un  raccourcissement  donnant  lieu  à  une  force  de  compres- 
sion exprimée  également  parE.dw. -,  si  l'on  suppose  (comme  nous 

l'avons  admis  §  29)  que  le  coefficient  d'élasticité  E  peut  être  considéré 
comme  ayant  la  même  valeur  dans  les  deux  cas. 

Supposons  maintenant  la  poulre  coupée  suivant  le  plan  normal  m« 
et  écrivons,  pour  la  partie  de  droite  considérée  à  part,  les  équations 
d'équilibre  qui  se  réduisent  ici  à  trois  puisque  tout  se  passe  dans  un 
jdan  ;  il  faut  alors,  comme  nous  le  savons  (§  6),  remplacer  la  portion  c!e 
^Mudie  par  les  forces  intérieures  auxquelles  elle  donnait  lieu  avant  la 
séparation  effectuée  suivant  le  plan  mn.  En  projetant  sur  la  ligne  ap 
(suiiposée  droite  à  cause  de  sa  longueur  infiniment  petite),  on  a 

l'rfjjcilion  des  forces  intérieures  de  la  section  mn=zo 

puiNquc  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  un  couple.  Cela  donne 


it  h  paine  beMia  de  la  fairs  remtrqaer,  cette  relation  n'esl  exacte  que  si  ivia- 
'<i  l'ii  aucun  point  dn  corps  caosidéré;  ta  delà  de  celte  limite,  dos  rormules 
ii.nites  k  1>  réalité  dm  cboses.  Nous  aurena  d'ailleurs  l'occasion  de  reieDir  rar 
lit  ite  la  rupture  à  Ii  fleiiOD  (§  135). 


ou,  puisque  Ë  est  constant  sur  toute  la  hauteur  de  1 
étant  supposée  homogène. 


Donc  la  ligne  des  fibres  neutres  ou  invariables  passe  par  le  centre  de 
gravité  d'une  section  quelconque  m»;  elle  se  confond  par  conséquent 
avec  la  ligne  des  fibres  moyennes  précédemment  définie  et  se  trouve 
ainsi  connue. 

Si  noua  projetons  maintenant  les  forces  en  jeu  sur  une  perpendicu- 
laire à  dp,  le  couple  M  donne  encore,  comme  toujours,  une  somme 
nulle  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  pour  les  forces  inlérieures,  c'est-à- 
dire  que  la  section  mn  n'est  soumise  à  aucun  effort  di;  cisaillement.  La 
résultante  de  ces  forces  se  réduit  donc,  dans  ce  cas  particulier,  à  un 
couple  dont  nous  allons  calculer  le  moment  par  rapport  au  point  u  en 
écrivant  la  troisième  équation  d'équilibre  qui  est 

S  {B.  dtu.  -  .  <)  =  M 

-  .  i:  e..  (fo>  =  M 

p 

H^.dm  est  le  moment  d'inertie  de  la  section  tranversale  considérée 
mn  par  rapport  à  un  axe  mené  par  le  centre  de  gravit»'- 1  perpendiculai- 
rement au  plan  de  symétrie;  nous  le  désignerons  par  I,  de  sorte  que 

P 

équation  qui  donne  la  valeur  de  p  en  un  point  quelconque  de  la  pièce. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe  M  est  constant;  si  donc  I  t'est  aussi,  ce  qui 
a  lieu  par  exemple  dans  le  cas  où  la  section  est  la  même  sur  toute  la 
longueur,  la  poutre  primitivement  droite  se  courbe  suivant  un  arc  de 
l.I 
M  ■ 

Les  formules  précédentes  donnent  immédiatement  la  charge  par  mil- 
limètre carré  (à  la  tension  ou  à  la  compression)  de  la  fibre  longitudinale 
qui  passe  au  point  «.  Pour  d<i>=i,  on  a  en  effet 

R=E.X  =  ^* 
P 
et,  puisque 

1_   M 
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2*  Condition  de  plus  grande  charge.  —  Le  maximum  de  R,  pour  une 
section  transversale  donnée,  se  produit  en  même  temps  que  celui  de  e, 
c'est-à-dire  que  la  fibre  la  plusfati>^ée  est 
la  plus  éloignée  de  la  ligne  des  fibres  neu- 
tres. En  désignant  par  o  et  v'  ces  dislances 
maximum  relatives  aux  deux  parties  de 
la  section  mn  siluées  de  part  et  d'auire 
de  aa',  on  voit  donc  que  les  plus  fortes 
charges  à  la  traction  et  a  la  compres- 
sion sont  respectivementreprésenlées  par 
les  fonnules 


Fig.  53 


-  =  M'fléchisBantX^ 


— j —   ^—  in-  um^uitMHUib  A  ■*- 

expressions  qui  ne  supposent,  en  aucune  façon,  que  I  ait  une  valeur 
constante  d'un  bout  à  l'autre  de  la  pièce. 

Pour  la  plupart  des  matériaux  employés  dans  les  constructions  (sauf 
pour  la  fonte),  les  charges  maximum  admissibles  en  toute  sécurité  ont 
sensiblement  la  même  valeur  pour  la  traction  et  la  compression  (§  30); 
dans  ces  conditions  il  suffit  évidemment  de  considérer  celle  des  deux 
expressions  ci-dessus  qui  est  relative  à  la  plus  grande  des  deux  dis- 
tances t»  et  v'  {v  par  exemple) 

R  =  -P 

C'est  ce  que  nous  ferons  à  l'avenir  pour  simplifier  les  explications; 
mais  il  doit  être  bien  convenu  que,  pourdes matières  telles  que  la  fonte, 
les  deux  valeurs  ci-dessus  de  R  et  R'  doivent,rune  et  l'autre,  être  calculées. 


§  44.  —  Flexion  produite  par  une  force  normale. 


^ 


i'  Étvde  de  la  déformation  produite.  —  Considérons,  comme  précé- 
demment, une  pièce  droite  ou  presque  droite  ABCD  encastrée  en  AB; 
supposons-la  sollicitée  par  une  force  normale  P  a^ssant  à  l'extrémité  K 
de  la  fibre  moyenne  et  contenue  dans  le  plan  de  symétrie.  L'expérience 
prouve  que  dans  ce  cas  la  pièce  fléchit  comme  l'indique  la  figure  54  et  que 
Ids  fibies  supérieures  A'C  s'allongent  tandis  que  celles  du  bas  se  raccour- 
cissenl  ;  de  plus,  si  l'on  trace  un  certain  nombre  de  sections  normales. 


on  constate  qu'après  la  déformation  elles  ne  sont  restées  ni  parfaitement 
planes,  ni  exactement  normales  aux  directions  constamment  parallèles 


m^ 


m 


Fig.5i 


des  diverses  fibres,  mais  la  différence  est  faible  quand  la  déformation  de 
la  pièce  est  peu  prononcée  comme  cela  a  lieu  dans  la  pratique,  et  pour 
le  moment  nous  la  considérerons  comme  nulle,  sauf  à  voir  bientôt  ce 
qu'il  convient  de  faire  pour  en  tenir  compte. 
Ceci  étant  admis,  cunsidérons  comme  précédemment  deux  sections 


M 


-m- 


Pig.55 

normales  inSniment  voisines  »«n,  m'n'  et  écrivons  les  équations  d'équi- 
libre relatives  à  la  première  mn.  On  a  comme  tout  à  l'heure 
di  =:  p.  df 
ds'  =  (p  +  0-  <^9 
j^  _  <fa'  —  rf<  _e 
de  e 

D'où  pour  la  force  de  traction  ou  de  compression  qui  sollicite  une 
fibre  Si' 

E.rfo*.- 


2S1103B 
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On  a  donc  en  projetant  toutes  les  forces  sur  ap 

S  E.  dii).-=  projection  de  P  Bnr  «P 

p 

Or  la  déformation  étant  supposée  faible  et,  la  poutre  étant  primilive- 
ment  droite  ou  à  peu  près  droite,  P  reste  presque  normal  à  n^,  de  sorte 
que  le  deuxième  membre  de  celte  équation  peut  être  considéré  comme 
à  peu  près  nul,  ce  qui  donne 

S  E.  dw.  -  =  o 
P 

c'est-à-dire  que  la  Ugne  des  fibres  neutres  se  confond  sensiblement  avec 
le  lieu  des  centres  de  gravité  des  sections  transversales,  ou,  autrement 
dit,  avec  la  ligne  des  fibres  moyennes  comme  cela  avait  lieu  tout  à 
l'heure. 

Nous  aurions  à  écrire  maintenant  la  deuxième  équation  de  projections, 
mais  nous  la  laisserons  provisoirement  de  côté  et  nous  passerons  de 
suite  à  l'équation  des  moments  par  rapport  au  point  a. 

EE.dw.  -  X  e  =  Moment  de  P  =  Bensiblement  P.(L  — x) 

relation  qui  donne  p  en  un  point  quelconque  a  et  pai'  suite  la  forme  de 
la  fibre  moyenne  déformée. 

Quant  à  la  charge  It  par  millimètre  carré  de  la  fibre  longitudinale  qui 
passe  en  t,  on  l'obtient  par  la  relation 

R  =  E.   X=^i-f 
P 
et  par  suite 

R  -  F-  (L  -  ^).  €  ^  ii(j^,g^t  fléchisBant   X   % 


2°  Condition  de  plus  grande  charge.  —  Dans  une  section  transversale 
quelconque  située  à  une  distance  x  de  l'encastrement,  la  fibre  qui  fatigue 
le  plus  est  ceUe  qui  est  la  plus  éloignée  de  la  ligne  des  fibres  neutres, 
et  sa  charge  R  par  millimètre  carré  est  égale  à 

R  =  Eilk^hj  =  Moment  fléchissant  X  j 

ce  qui  donne  R  pour  une  section  transversale  quelconque. 


F 
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§44 


Dans  le  cas  où  la  seolion  transversale  de  la  pièce  est  la  mente  d'un 
bout  a  l'autre,  c'est  évidemment  celle  de  l'enca- 
stremenL  qui  fatigue  le  p!u8;  pour  cette  dernière 
on  a  X  :=  o  et  par  conséquent 


R  = 


P.L.! 


Comme  on   le  remarquera,   les  valeurs  de  R 
sont  indépendantes  du  coefficient  d'élasticité  E.  f''i<  =6 

3°  Lieu  géométrique  des  points  qui  ont  le  même  allongement  ou  le 
même  raccourcissement.  —  Considérons,  dans  une  section  quelconque  mn 
située  à  une  disEance  x'  de  l'extrémité  de  la  pièce,  un  point  e  éloigné  de 
l'axe  KX'  d'une  quantité  «  =  y',  l'allongement  ou  le  raccourcissement 


Y* 


§ 


par  millimètre  courant  X  qui  correspond  au  point  »  est,  comme  nous  li 
savons, 

p     p 

Le  lieu  géométrique  clierché  est  donc  donné  par  la  relation 

y 

i-  =  conataote  =■  X 

P 

Or  on  a 


E.  I 


=   P.   (L  -  a')  t=P.x' 


.P.  lE' 


et  par  suite 

ce  qui  donne  pour  équalion  du  lieu 
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d'une  manière  uniformo  dans  toute  l'étendue  de  chaque  section  trans- 
versale; il  nous  sera  possible  cependant  de  formuler  des  règles  prati- 
ques assez  simples  permettant  de  tenir  compte  du  surcroit  de  fatigue 
qui  résulte  de  l'effort  en  question. 

Quelles  que  soient  les  forces  (contenues  dans  le  plan  de  symétrie) 
auxquelles  une  pièce  est  soumise,  l'effort  tranchant  Q  qui  s'exerce  sur 
une  section  quelconque  du  tronçon  de  gauche  V  est  évidemment  égal  à 
la  somme  algébrique  SP  des  projections  sur  mn  des  forces  estérieures 
appliquées  à  l'autre  tronçon  V,  à  condition,  bien  entendu,  de  faire 
figurer  dans  celte  somme  les  réactions  qui  sont  exercées  par  les  points 
d'appui  du  corps  et  qui  constituent  évidemment  des  forces  extérieures. 
Cet  effort  Q  peut  encore  se  déterminer  d'une  autre  façon  :  pour  la  section 
considérée  mn  du  tronçon  V,  une  forco  telle  que  P,  donne  en  effet 

Moment  P»  =  Pj.  (03  —  x) 

et  par  suite,  en  désignant  par  M  Je  moment  fléchissant  total  qui  solli- 
cite mn  ('), 

M  =  £P.  (a—x)  =  ^P.a-x.  EP 

On  déduit  inimêdiatemenl  de  là 


dii 


=  — SP 


et  comme 
il  en  résulte 


Q  =  SP 


Q=-^ 


la  démonstration  ci-dessus  étant  d'ailleurs  évidemment  valable  pour  le 
ras  où  les  forces  nonnales  P  sont,  non  pas  seulement  des  forces  isolées, 
mais  encore  des  forces  réparties,  uniformément  ou  non,  suivant  une  loi 
quelconque.  Ainsi  donc  {'effort  tranchant  en  un  point  quelconque  d'une 
poutre  droite  soumise  à  des  forces  situées  dans  le  plan  de  symétrie  et 
normales  à  la  fibre  moyenne  est  égal,  en  valeur  absolue,  à  la  dérivée  du 
moment  fléchissant  en  ce  point  prise  par  raifort  à  l'abscisse  comptée 
suivant  la  longueur  de  la  pièce. 

(t)  Gomma  toDJonn  le  momeiit  Hwl  EODsidJrf  commg  pMltit  qnind  le  mu  ie  la  roUtion  ■ 
lien  di  ox  Tvn  Oij  ;  qDinl  aax  forcH  P  ellM  Mot  priw»  paailtTamMt  oa  nigttitrmftnt  «aiiint 
qn'ella  Mut  dirig«M  dtoi  le  wnt  de  ûy  ou  «a  mm  contnira. 
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En  raison  de  l'importance  de  ce  théorème  nous  allons  en  donner  une 
démonstralfon  géométrique  et  montrer  en  même  temps  qu'il  est  encore 
exact  ''a'U  l^  c<n  oU  le»  forces  précédentes,  sans  être  normales  à  la  fibre 
moyenne,  ont  leurs  points  (^application  situés  sur  cette  dernière. 

Considérons  à  cet  effet  un  tronçon  H  compris  entre  deux  sections 
(ranavoraaies  infiniment  voisines  mn,  m'n'  et  supposons  d'abord  qu'il  ne 
soit  soumis  à  aucune  force  isolée  com- 
prise de  mn  en  m'n',  mais  simplement  à 
des  forces  qui  soient  des  fonctions  con- 
tinues de  l'abscisse  x,  par  exemple  uni- 
/-  fermement  réparties  ou  soumises  à  tout 

e/x        a     \  autre  mode  de  distribution.  Appelons  p 

r  1        ^  .        la  résultante  (infiniment  petite)  de  ces 

efforts  normaux  et  remarquons  que  le 
tronçon  H  est,  comme  toujours,  en  équi- 
libre sous  l'action  de  toutes  les  forces 
qui  lui  sont  appliquées  (forces  exté- 
rieures p  et  forces  intérieures  provenant 
des  tronçons  supprimés  V  et  V).  L'équa- 
tion des  moments  prise  par  rapport  au 


M+rfM 


Q^-^Q 


Fig.  00 
point  a.  de  In  fibre  moyenne  donne  donc 


M  —  Moment  des  forces  p  —  (Q  -f  rfQ).  da;— (M  +dii)  =  o 


K 


Or  le  moment  des  forces  p  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 
car  la  résultante  des  forces  p  est  infiniment  petite  ainsi  que  son  bras  de 
levier;  pour  lu  même  raison  on  peut  laisser  de  côtédO-  àx;  il  reste 
donc 

coniino  nous  l'avons  annoncé  (').  Lorsque  Q  a  o.  If  est  maximum  on 
miulmunt  ;  si  Q  est  constamment  nul,  la  fonction  M  se  réduit  à  une 
cunslaiile. 

Si  dans  la  (raitche  infiniment  mince  considérée  se  trouvait  une  force 
Isolée,  l'effort  tram-liant  varierait  brusquement  en  ce  point  et  deviendrait 


<tl  f-MMM  il  iWiftti»  de  H  natrsaN-,  l«  dteoastattM  qM  max  nmeta  de  hiit  »U  idesli- 
4«*HMl  ipflinU*  t  «■  boacu  pns  »r  mai  pi«n  coatha;  U  but  Male*e*t   napluer  ir  pir 

1»  l.<i«iM«r  it  J»  r«rt  -xS.  *  »f*e  a»»»  "  »lo"  0  = j^  '§  '83). 
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ainsi  une  fonction  discontinue  de  l'abscisse  ;  mais  le 
cèdent  sobsiste  de  chaque  côté  du  point  d'application  de 
Lorsque  les  forces  extérieures/»  appliquées  au  tronçon 
normales,  on  volt  de  suite  que  le  momenL  de  leur  résull; 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  car  il  comprend 
alors  le  terme  p"  x  an  qui  est  du  premier  ordre 
puisque  le  bras  de  levier  HT  est  une  quantité  finie; 
le  raisonnement  fait  plus  haut  ne  subsiste  donc 
plus  el  le  théorème  précédemment  démontré  n'est      ^ 
plus  exact,  à  moins  toutefois  que  les  forces  p  n'aient 
leur  point  d'application  situé  sur  la  fibre  moyenne  *p; 
dans  ce  dernier  cas  en  effet  at  est  égal  à  zéro,  ^ 

Conune  exemple  de  la  particularité  précédente, 
on  peut  citer  le  cas   où  la  pièce  considérée  est 
soumise  à  une  série  de  couples  infiniment  petits 
coDsUtués    par  des  forces   plus  ou    moins  régulièremi' 
telles  que  celles  qui  sont  indiquées  sur  la  figure  62  :  l'eW< 
est  alors  en  effet  évidemment  nul 
en  tous  points  tandis  quelemoment 
fléchissant,  constamment  variable, 
a  une  dérivée  différente  de  zéro. 

La  restriction  que  nous  venons  de 
faire  au  sujet  delà  direction  (qui 
doit  être  normale)  des  forces/),  n'a 
pas  sa  raison  d'être  pour  les  for- 
ces isolées  ;  le  théorème  ci-dessus 
n'étant  en  effet  applicable  que  dans 
l'étendue  d'un  tronçon  qui  n'en  contient  pas,  peu  importe 
elles  sont  situées  dans  le  plan  de  symétrie  de  la  pièce. 


Fig.  G» 


;  46.  —  Remarques  relatives  an  tracé  des  courbes  des 
moments  fléohlsssuits  et  des  efforts  tranchants. 

Une  pièce  droite  étant  soumise  à  un  couple  ou  à  une  f^n^o  iioiinnlc 
nous  avons  établi  qu'on  a 

E.  I        „ 


Ceci  posé,  soient  AX  et  AY  deux  axes  rectangulaires  (inrlcniuim's 
auxquels  nous  rapportons  la  position  de  la  fibre  moyenne  il-inr  iiiii'  I!K  ; 


46 
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on  sait  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure  p  en  un  point  quelconque  a 
est  donnée  par  l'expression 


P  = 


b+(m 


K  Dans  les  problèmes  relatifs  à  la 
flexion  des  pièces  primitivement 
drotïes  auxquelles  les'forces  fléchis- 
santes ne  font  éprouver  qu'une  dé- 
formation légère,  on  a  l'habitude 
de  supprimer,  dans  la   valeur  ci- 


Fig.63 


dessus   de  p,  le  terme 


(§)**!"*' 


dans  ce  cas,  est  effectivement  négligeable  devant  l'unité;  on  peut  ainsi 
prendre 

p         dr* 

Nous  avons  donc,  avec  une  exactitude  bien  suffisante  pour  les  besoins 
do  la  pratique, 


M  =  E.  1. 


d*y 
d^ 


M  étant  le  moment  fléchissant  relatif  à  la  section  considérée  mn.  Or, 
quelle  que  soit  la  direction  des  axes  coordonnés,  ^  est  positif  ou  négatif 

suivant  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs  ou  négatifs; 
c'est  là  un  fait  bien  connu  en  analyse.  Pour  que  l'équation  ci-dessus  soit 
satisfaite  non  seulement  en  valeur  absolue  mais  encore  avec  son  signe, 
il  faut  donc,  dans  le  tracé  de  la  courbe  des  moments  fléchissants^  porter 
M  du  côté  de  la  concavité  formée  par  la  fibre  moyenne  supposée  primi- 
tivement droite,  c'est-à-dire  du  côté  où  le  moment  fléchissant  qui  agit  au 
point  considéré  tend  à  courber  la  pièce.  Cette  règle  est  absolimient 
indépendante  de  la  direction  des  axes  coordonnés  et  du  tronçon  qu'on 
considère  soit  à  droite,  soit  à  gauche  de  la  section  transversale  mn. 

Quant  à  l'effort  tranchant  Q,  les  valeurs   Q  =  SP  et  Q  =  —  -^  que 
vons  obtenues  au  paragraphe  précédent  sont  relatives,  comme 


§47 


nous  l'avons  fait  remarquer  au  tronçon  V,  SP  étant  l;i  piojeclion  sur 
mn  des  forces  P  appliquées  à  l'autre  tronçon  V.  Op,  dans  les  tracés  gra- 
phiques relatifs  aux  efforts  tranchants,  ce  que  nous  porterons  en  ordon- 


Fie,  u 


nées  ce  sera  la  valeur  de  l'effort  de  cisaillement  appliqué  à  la  section 
transversale  mn  du  tronçon  V  auquel  sont  appliquées  les  forces  P  {et  non 
pas  du  tronçon  V);  dans  ces  conditions  les  expressions  algébriques 
ci-dessus  doivent  évidemment  être  changées  de  signe  el.  ilaiis  celte  con- 
vention, il  faut  prendre  par  conséquent 

Q  =  ~2P 


sans  qu'il  puisse  y  avoir  aucune  ambiguïté  à  cet  égard,  pas  plus  que  s 
la  relation 

M  =  +  E.l.g 


dont  il  vient  d'élre  question  tout  à  l'heure. 


f  47.  —  Répartltloii  de  l'effort  tranchant  dans  la  section 
transversale  A  laquelle  U  est  appliqué.  Crlissement 
longitudinal,  sa  valeur. 

Occupons-nous  maintenant  de  voir  comment  l'effort  tranchant  se 
répartit  dans  la  section  transversale  qu'il  tend  à  cisailler  (')  ;  nous  noua 
servirons  pour  cela  d'un  moyen  détourné  reposant  sur  le  piincipe  de  la 

(1)  O  lODl  ]«s  rectaenhes  entrapriiei  ta  Rnuia  pai  U  Colonel  Gouraiski  qui  ont  appela  rstlcii- 
tioD  <nr  es  poiDl  délicit  de  U  Résiilaace  du  matâriaui  st  qui  ont  permis  d'en  doimcr  une  solu- 
lion  élimsnUire.  [Voir  Igg  ,4iinal«t  des  Fonlt  et  Chauuées,  2°  semeatra  \x:,a.  p.  3f  g.) 
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réciprocité  de$  glisiements.  Nous  avons  vu  en  effet  (§  38)  que,  si  dans  un 
corps  un  élément  plan  quelconque  infiniment  petit  AB  est  sollicité  par 
une  force  tangentielle  ç,  un  second  élément  AK 
perpendiculaire  à  la  direction  de  celle-ci  se  trouve 
nécessairement  soumis  à  une  seconde  force  tangen- 
tielle ç'  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  élc- 
ments  et  égale  à  la  première  par  unité  de  surface. 

Dans  le  cas  actuel  un  élément  quelconque  bb'  pris 
dans  la  section  transversale  mn  est  soumis  à  un  effort 
''S  '■-'  de  cisaillement  qui  est  une  certaine  fraction,  plus  ou 

moins  yriuule,  de  l'effort  tranchant  total;  l'élément  longitudinal  oa'  per- 
pondii'i[lairi>  au  premier  est  donc  soumis  à  une  force  tangentielle  égale 
à  la  précédente  et  donnantlieu  àun  glisse- 
ment longitudinal  des  fibres  les  unes  par 
rapport  aux  autres.  L'existence  de  ce 
glissement  peut  être  mise  en  évidence 
par  quelques  expériences  bien  simples  : 
soumettons  par  exemple  à'ia  flexion  pro- 
duite par  la  force  P  une  série  de  pièces 
superposées  encastrées  en  AB;  leurs  ex- 
trémités libres  vont  se  disposer  en  gra- 
dins CD',  en  montrant  ainsi  d'une  ma- 
déplacement  longitudinal  des  diverses 


ïï' 

m. 

».|. 

'7// 

ng.  M 


nÎLTo  ijioTi  claire  l'existence  d' 

courlios    les  unes  par  rapport  aux  autres.  Si  l'on  veut  empêcher  ce 

dornioi-  di'  seproduire,  il  faut  faire  usage  de  clavettes  ou  de  boulons  tels 


^H    qii 
^^^k  no 


Kg.  67 


que  EF  cl  avoir  soin  d'ailleurs  de  leur  donner  des  dimensions  suffi- 
samiiLcitl  fortes,  sans  quoi  ils  se  briseront  comme  le  montre  l'expérieDce. 
Pour  iMlfuler  quelle  est,  en  chaque  point  d'une  section  transversale 
quelcniiqup,  la  valeur  de  cette  force  de  glissement  longitudinal,  imagi- 
nons que  la  pièce  soit  décomposée  en  une  série  de  couches  minces 
fiiperpos('is  dont  les  plans  de  séparation  soient  perpendiculaires  au 


1 
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plan  de  symétrie  el  parallèles  à  la  fibre  moyenne,  comme  on  le  voit  sur 
la  figure  68.  En  oulre  isuluns  par  la  pensée  un  petit  élément  de  libre 
WM  de  section  du>  et  de  longueur  dx;  la  portion  V  de  la  pièce,  située 


^P !J'tj  J^. 


à  sa  gauche  exerce  évidemment  sur  lui  une  traction  longitudinale  (  qui  est 
précisément  ê^ale  à  la  tension  delà  fibre  6d  au  pointé;  on  a  donc  (§44) 


e  L'tant  la  distance  du  point  6  à  la  fibre  neutre  n^. 
D'autre  pari  on  sait  que 

P 
Par  conséquent 


De  même  la  surface  élémentaire  dd^  est  soumise,  de  la  part  de  la  por- 
tion de  droite  V,  a  une  Iraclion  longitudinale  ('  qui  a  pour  valeur,  en 
suf^sant  que  la  section  de  la  pièce  soit  constante  d'un  bout  à  l'autre  et 
par  suite  que  dM  est  la  seule  quantité  variable  quand  on  passe  de  mn 
à  rn'n', 


On  déduit  de  là,  en  appelant  Q  l'efTorl  tranchant  qui  s'exerce  dans  la 
section  transversale  considérée 


—  11/ 


.  fy,r:?  »ï  .ir  i~^~Z.->  *-»t  ti  p.>i:il  ft  *t  «a-  nue  kngnevr  <i^ 

^  ;,■.-•=;  t.,'rf>  -i*  gL.**^^:.^::!  x^  r^-I:*  de  r*::i:c.  1^  b  partie  ACNSde 
)a  p'r-e  t-^  !â  pur*.;:.»  ir^-;r;*ï;r».  t.-,!iâa'»ï'::aeî>:>rain»eîitqna  bire  la 


R'rîiime  des  aHrUorustaiigenliellestfllesqae  T —  (qais'exerrenlam  points 
A,  A,,^^....  rompris  depuis  6  jusqu'en  m;  nous  avons  ainsi  pour  valeur 
dfc  U  r^Kullante  ctw^rcbée 


/?•'■ 


d^.dx 


r- 


fXte  Toire  e<it  appliquée  à  un  rectangle  ayant  pour  cdlés  de  et  la  lar- 
gpur  /  de  la  pièce  an  point  A;  la  force  de  glissement  par  unité  de  sur- 
face (par  millimètre  carré)  est  donc  (•) 


•  =  A/ 


t.  dm 


UL"  étant  ta  section  transversale  constante  de  la  pièce,  l'expression 
J  e.dto  est  le  moment  de  la  surface  S  par  rapport  à  l'axe  u'  mené  par 
0.  le  centre  de  granté  G  perpendiculai- 

rement au  plan  de  symétrie;  sa 
valeur  est  naturellement  la  même  soit 
qu'on  considère  la  surface  S,  soit  qu'on 
prenne  la  portion  complémentaire  S' 
puisque  l'intégrale  totale  correspon- 
dant à  l'ensemble  de  la  section  S  +  S' 
est  égale  à  zéro. 

On  voit  facilement  que  l'intégrale 
/*"  e.dià,  nulle  pour  les  points  m  et  n 


Pis-  W 

(l]  Ceci  rappoM  que  la  fone  de 
bmdc  horiioDitle  I.  du,  ce  qui  n'ait  unllement  prouTé 
itudiés  en  pnliqna,  la  largeur  I  est  giodralemeat  bible, 
ner  des  nSsnltiIs  infffiwiDiiient  eiacts;  il 
dessus  qu'i  des  pi^i  de  peu  de  Utgeur, 


râpartil  uDiformément  nr  tonte  li  larbca  da  It 
lia,  si  l'on  considère  que,  dus  1m  cas 
GODçoil  que  cette  hjpolhèee  doit  don- 
air  soin  de  n'ippliquer  l«  fomula  ci- 
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de  la  surface  libre,  est  maximum  au  centre  de  gravité  G  situé  sur  la 

n   r^ 
ligne  des  libres  moyennes;  il  en  est  de  même  de  l'expreasion  p  J     e.dia 

à  moins  que  la  largeur  l  de  la  pièce  n'aille  en  augnien-  "u 

tant  notablement  dans  le  voisinage  de  cette  région  cen- 
trale aa',  ce  qui  n'a  pas  Ueu  dans  la  pratique  où  l'on 
s'efforce  au  contraire  d'évider  près  de  l'axe  les  pièces 
soumises  â  la  flexion;  par  conséquent,  à  moins  de  cas 
exceptionnels  analogues  par  exemple  à  celui  de  la 
figure  71  ('},  les  glissements  sont  maximum  sur  la  ligne 
des  fibres  moyennes  et  diminuent  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  de  cette  dernière. 

L'expression  It"  calculée  plus  haut  donne  l'effort  de  glissement  par 
millimètre  carré  qui  s'exerce  en  un  point  donné;  il  importe  de  remar- 
quer qu'on  peut  aussi  avoir  besoin  de  connaître  la  valeur  de  cet  effort 
Jion  pas  par  unité  de  surface  mais  par  millimètre  courant,  c'est-à-dire 
pour  une  bande  rectangulaire  ayant  la  largeur  l  de  la  pièce  et  une  lon- 
gueur de  1  millimètre.  11  est  clair  que  cette  force  est  égale  à 

-4-  dx  r  e.  Au 

— ^— =f/<-^- 

Cette  expression  eai  utile  à  connaître  dans  un  certain  nombre  de  cir- 


Fig.  71 


Q    Q    O 


Fig.  It 

constances,  par  exemple  lorsqu'on  a  affaire  à  des  pièces  présentant  des 
êïidements  longitudinaux  comme  ceux  de  la  figure  72  (>);  il  faut  alors 
que  la  matière  comprise  dans  la  longueur  d'un  plein,  de  g  en  A,  soit 
capable  de  résister  à  la  force  de  glissement  qui  se  produit  sur  la  longueur 
il'un  vide  et  d'un  plein,  c'est-à-dire  à 


■l-/ 


e.  d<a 


(1)  L>  mdiDe  pirlienlirili  m  préaratenit  ti  It  Mclion  ti«ii»irw»le  de  la  paître  Mrbiti  finit  u 


ce  qui  d>jiui«  p-jur  valt-ur  de  la  charge  par  millimètre  carre  dans  la  partie 
consenée 


i  ê-f' 


cesl  d'ailleurs  ce  qui  est  éiidenl  a  priori. 

L'élude  qui  prêce-ie  se  rapporte,  connue  nous  l'avons  fait  remarquer, 
au  cas  d'une  pfjutre  ayant  même  tsclion  «vr  fonte  la  longueur;  si  celte 
c<*iidilioa  n'est  pas  remplie,  le  problème  se  présente  sous  une  forme 
beaucoup  plus  cotupliquêe  parce  que  dans  la  relation 


e.  (Im  et  I  varient,  dans  ce  cas,  d'une  section  transversale  à  une  autre  en 
même  temps  que  M  et  rexpressi^  lU  qui  donnerait  la  valeur  de  ('  —  f  est 
alyrs  siii^ruiiéremeiit  plus  compliquée.  On  trouvera  un  exemple  intéres- 
sant dune  détermination  de  ce  genre  dans  le  Court  de  Xécaniqtie  appli- 
quée de  Bresse,  troisième  édition,  page  "6. 

f  48,  —  AmpUc&tiim  de  1a  fonnole  dn  ^issement  lon^tndlnal 
à  quelques  cas  psriictillers  de  pléoes  à  section  constante. 


1"  Calculons  la  force  de  glissement  longitudinal  dans  le  cas  d'une 
poutre  horizontale  à  section  rectangulaire  de  longueur  L  encastrée  à 


vi 

A              o 

— -:- 

±ljr^;- 

;,: 

B               = 

Fil.  73 

l'une  de  ses  extrémités  et  chargée  à  l'autre  d'un  poids  P.  En  un  point  r 
(lune  secUon  iransver^iie  mn.  ■■■Ileforee  par  millimètre  carré  est  égale 

»  (5  *■) 
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Les  différenles  valeurs  de  cette  expression  sontdonnéespiir  les  ordon- 
nées d'une  courbe  telle  que  J  J' J"  ;  le  maximum,  qui  se  produi  L  à  la  ligne 
des  fibres  moyennes  est  égal  à 

S    P 


c'esl-à-dire  qu'en  ce  point  il  est  une  fois  et  demie  plus  grand  que  si 
l'effort  Iranebant  P  se  répartissaïl  d'une  manière  uniforme  dans  toute 
l'étendue  delà  section. 

â"  Considérons  un  fer  à  double  Ta  ^ 

branches  égales  ou  une  poutre  rec- 
tangulaire creuse  dans  lesquels  l'é- 
paisseur de  l'àmeeL  celle  des  semelles 
sont  faibles  par  rapport  â  la  hauteur 
totale,  comme  cela  a  lieu  dans  la 
pratique.  La  force  de  glissement  par 
millimètre  carré  produite  par  la  charge 
P  est  donnée,  connue  précédemment,  par  l'expression  (Jî  47) 


Fig. 


-■=ëf 


qu'il  est  facile  de  calculer  pour  un  point  situé  à  une  distance  quelconque 
de  l'axe  «*'  passant  par  le  centre  de  gravité.  On  reconnaît  sans  peine 
que  sa  valeur,  très  faible  do  a  en  *,  augmente  brusquement  a  pailirde 
ce  point  pour  rester  ensuite  à  peu  près  constante  jusqu'en  c,  comme  on 
le  voit  sur  la  courbe  .IJ'J".  I.e  glissement  longitudinal  est  donc  â  peu 
près  nul  dans  les  semelles  et  presque  constant  sur  toute  la  hauteur  de 
l'âme  ;  dans  la  pratique  on  peut  admettre  qu'il  en  est  rigoureusement 
ainsi,  ce  qui  conduit  à  la  règle  pratique  suivante  :  dans  les  pièces  à  âme 
fortement  évidée,  comme  les  fera  à  T,  dans  lesquelles  l'épaisseur  de 
Pâme  et  des  semelles  est  petite  par  rapport  à  la  hauteur  totale,  le  glisse- 
ment longitudinal  et  par  conséquent  Veffort  tranchant  peuvent  être  ton- 
sidérés  comme  l'exerçant  uniquement  sur  Vàme  et  s'y  réparlissanl  (Curie 
manière  uniforme  {'). 
3"  Une  étude  tout  à  fait  semblable  à  celles  qui  précèdenf  est  applicable 

(1>  tl  est  Ticils  de  voir  que  ti  Ditmc  caaclusîoa  peut  Sire  sdiniM,  la  moins  h  titre  approiirualir 
ponr  le!  pitesi  à  iEDe  jtidâe  de  section  Tarieble,  ou  du  moias  poar  celles  qu'on  rencontre  iiat- 
nlemoiil  dan>  la  pratique  :  l'elTorl  tranchant,  rorcémeat  nul  ï  1b  face  sapérienro  et  ï  la  face  JiirL'- 
rienre  (§  39),  reste  fsible  dans  touto  la  hinlonr  des  semelles  en  niion  de  leur  pou  'l'i^imissour,  et 
il  ne  Tmrie  pas  betut^eap  de  iilour  sur  teate  la  banlenr  de  l'âne. 


à  une  surface  quelconque  el  ne  présente  aucune  difficulté;  s'il  s'agit 
par  exemple  d'un  cylindre  creux  ayant  une  forme  circulaire,  elliptitpie, 
rectangulaire,  etc.,  et  dont 
l'épaisseur  peut  d'ailleurs  être 
variable  d'un  point  à  l'autre 
d'une  même  section  transver- 
sale, on  trouvera  que  la  valeur 
du  glissement  longitudinal  est 
donnée  par  une  courbe  telle 
que  JJ'J"  dont  les  ordonnées, 
nulles  aux  extrémités,  sont 
l'épaisseur  est  constante. 
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évidemment  maximum  a 


%  49.  —  Détermination  de  la  forme  exacte  que  prennent 
les  sections  transversales  d'une  piôce  flécliie 
par  une  force  normale. 

Comme  nous  l'avons  dit  (§  44),  l'expérience  montre  que,  lorsqu'une 
pièce  droite  est  fléchie  par  une  force  normale,  les  sections  transversales 
primitivement  planes  restent, 'après  la  flexion,  sensiblement  planes  et 
normales,  mais  on  doit  comprendre  maintenant  qu'il  ne  saurait  en  être 
rigoureusement  ainsi.  Si  l'on  se  reporte  en  effet  à  l'une  des  remarques 
faites  à  propos  du  glissement  {$  39,  fig.  4C),  on  verra  que,  toutes  les 
ois  qu'il  se  produit  un  glissement  i,  la  section  transversale  et  la  flbre 
longitudinale  déformées  font  en  ce  point  un  angle  égal  à  90"  —  i;  i n'é- 
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tant  pas  constant  sur  toute  la  hauteur  de  la  pièce  fléchie  {%  47),  il  en 
résulte  forcément  que  les  sections  transversales  primitivement  droites 
se  courbent  d'une  façon  plus  ou  moins  prononcée. 
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Si  l'on  a  affaire  par  exemple  à  une  pièce  reclangulaire  fléchie  piir  une 
force  normale  P,  le  gliflsemenl  i,  forcéinenl  nul  sur  les  faces  libres{') 
AC.  BD  augmente  graduellement  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  la 
fibre  moyenne  HK;  les  sections  transversales,  primilivemenl  planes, 
vont  donc  se  courber  en  forme  de  doucine,  elles  couperont  AC  et  BD 
sous  un  angle  de  90"  et  présenteront  un  point  d'inflexion  sur  IIK.  Il  ré- 
sulte d'ailleurs  de  l'expression  même  qui  donne  la  valeur  de  la  force  de 
glissement  que,  dans  le  cas  actuel  où  l'efTort  tranchant  est  constant, 
celle-ci  est  indépendante  de  la  position  de  mn;  toutes  les  sections 
transversales  vont  donc  se  transformer,  sous  l'action  de  la  force  P,  en 
courbes  identiques  comme  l'indique  la  figure  76  (').  Comme  conséquence 
il  convient  de  noter  ce  résultat  remarquable,  à  savoir  que  les  portions  de 
fibres  bd,de....  comprises  de  l'une  à  l'autre  ont  précisément  la  même  lon- 
gueur et  par  suite  les  dilatations  et  les  raccourcissements  sont  aussi  les 
mêmes  que  dans  l'hypothèse  précédemment  admise  de  la  conservation 
de  la  forme  plane  des  sections  dans  une  pouli-e  fléchie  par  une  force 
normale. 

S'il  s'agit  d'une  pièce  fortement  évidée  comme  les  fers  à  double  T 


(I)  Lm  bm  AC  et  BD  sont  diUa  libret,  parceqn'ellei  ne  mdI  souroiset  i  ancnne  Torce  oit^ 

(!)  11  confient  cependant  d'ajouler  que  cette  transtonnation  de  lignea  droite»  en  courliea  inflé- 
ttiei  n'a  pu  lieu  pour  cerlsinra  aedions  tr&s  exceptionnelles,  par  exemple  dans  le  ca<;  ou  un 
obilacle  ibsolu  et  inaurm  en  table  s';  oppoie.  Si  on  imagine,  par  exemple,  qae  la  poutre  conslilfréo 
inil  jcollAe  et  toudto  dans  son  cacastreioeat  SS'  de  tells  &ïoa  qu'aucan  déplacement  na  iiuÎsmi  s'y 
produire,  Il  seclioa  Alt  resta  alors  forcement  plane  et  c'est  par  une  ajrie  continue  de  Iraositlons 
reparliez  sur  une  petite  longueur  \\p  que  se  (ait  le  passage  d'une  forme  à  l'autre.  Quant  i.  ca  qui 
H  passe  de  AB  on  iiii',  on  ne  le  sait  pas  et  on  ne  le  saura  probablement  jamais  d'une  maniËre 
mUiématiqnement  rigonreiue,  car  cola  dépend  d'intégralioni  qui  seront  peat-étre  toujours  impos- 
nblei.  Pour  que  celte  indécision  no  puisie  ttre  une  eanae  de  ntécomptes  pour  les  c<]bs(rDcl<>urs, 
il  luffin  quo  ceux-ci  calculent  les  dimenjions  de  leurs  pièces  danv  l'un  et  l'autre  des  deux  modes 
^déronnitions  (forme  plane  et  forme  InBéeble  de  AB],  et  qu'Us  adoptant  les  plus  fortes  qui 
rémiteranl  dos  deux  genres  de  calculs. 

tac  remarque  analogue  oiit  applicable  ï  l'eilrémilé  libre  de  la  piice;  la  forme  de  la  section  CD 
<Iéj«ad  éiidemmont,  d'une  façon  essentielle,  dn  mode  d'application  de  la  force  P  ou,  plu»  giini<ra- 
kmcnt,  des  forces  dont  la  riJsuttante  nst  P;  seulement,  comme  tout  ï  l'heure,  %,  une  petite  dit- 
tanee  de  CU  les  ebosos  se  règlent  toujours  d'elles-mimes  de  la  même  rai;on,  c'esl-i-dira  que  li'As 
prti  de  CD  on  a  la  forme  en  doucine  doal  il  lient  d'être  queslLonj  c'est  li  une  remarque  d'un 
cirtcltre  gânéral  qui  a  été  déjà  faite  au  commencement  de  ce  Traité  (§  3). 
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dtiiil  il  n  lHl'  i[ii' 
daii3  l'i'paissiMu 
la  tiauleur  di'  1' 
forme  h-ih'  que 
se  rernurhaiit  l> 
l'ii  ia  el  cd.  i,»ii 
d'iiiUeurs  luiijin 
vii'ildrii  il  se  n^i 
ti'ansvcrsak's. 


se  rc!i 
lîi  flexion  cl  fjiii 
erroitée;  I'Ijuii 
dunl  nuus  u';r 
mciitaire  la  sa 


—  116  — 

L'slion  plus  haut  {$  48),  le  glissement  i,  à  peu  près  nul 
■  lies  semelles,  a  une  valeur  presque  constante  sur  toute 
l'une;  une  section  primitivement  plane  prend  donc  une 
a/>cd  composée  d'une  partie  sensiblement  rectiligne  bc 
rusquement  à  angle  droit  avec  les  Sbres  longitudinales 
l'Ile  que  soit  la  section  de  la  pièce  considérée,  c'est 
iiM  par  le  calcul  du  glissement  longitudinal  que  l'on  par- 
Kire  compte  de  la  déformation  que  subissenties  sections 

lirier  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer 

que,  si  la  flexion  est  produite  non  pas 

par  une  force  mais  par  un  couple  comme 

au  paragraphe  43,  l'effort    tranchant  et 

par  suite  le  glissement  longitudinal  est 

nul  en  tous  les  points;  dans  ce  cas  el 

dans  ce  cas  seulement  (la  section  de  la 

/r  pièce  étant  d'ailleurs  constante  d'une 

/  extrémité  à  l'autre),  les  sections  trans- 

,"'  versales  restent  planes    et   normales  ; 

elles  concourent  toutes  au  centre  de  l'arc 

de  cercle  HK  formé  par  la  fibre  moyenne 

après  sa  déformation. 

lions  qui  précèdent  permettent,  comme  on  le  voit,  de 

lupte  exact  des  phénomènes  qui  se  produisent  pendant 

ont  été  envisagés  pendant  longtemps  d'une  manière 

tur  de  les  avoir  mis  en  lumière  revient  à  de  Saint- Venant 

:i^  fait  que  résumer  sur  ce  point  et  d'une  manière  élé- 

nte 


^  :;ii   —  Caloulde  la  résistance  des  plôces  fléchies, 
en  tenant  compte  de  l'effort  tranchant  et  du  glissement 
longitudinal. 


■  ADCD  étant  fléchie  par  une  force  normale  P,  nous  venons 
i!i  un  point  donné  il  se  produit  non  seulement  un  allon- 
riimpression  de  la  fibre  longitudinale,  mais  encore  un 
I  nous  savons  maintenant  évaluer  la  valeur.  Pour  avoir 
■  ;iii  point  considéré,  il  faudrait  donc  en  réalité  combiner 
louions  l'une  avec  l'autre  et  détenniner  quelle  est  la 


—  117—  §50 

lirgi.  maximum  qui  in  lesulU  nous  nous  occuperons  de  ce  problème 
f  parlant  ("e  la  Rcsistante  composée;  mais,  dans  le  cas  de  la  flexion 

iuiaire  el  avet  Its  formes  generalemenl  adoptées,  cette  recherclio  ne 
pr  senle  pas  dmlerel  pntique  et  sauf  quelques  cas  tout  à  fait  escep- 
tiuniiels  ou  les  sections  sont  asgujellies  à  rester  planes  (§  127),  le  calcul 
ies  pièces  fleLlues  peut  se  faire  dune  manière  plus  simple.  Nous  ve- 
uuns  de  \oir  en  efiftl  que,  dans  une  section  transversale  pouvant  s'in- 
fiéfUr  librement  comme  c'est  le  cas  général,  les  parties  où  les  allonge- 
aiciits  et  les  raccourcissements  sont  les  plus  grands  sont  précisément 
l'L'lles  où  il  n'y  a  pas  de  glissement  longitudinal  et  par  suite  d'effort 
Iranchant  ;  si  l'on  considère  au  contraire  les  points  situés  sur  la  ligne 
des  fibres  moyennes,  la  flexion  proprement  dite  ne  leur  fait  éprouver 
aucune  fatigue,  tandis  qu'eu  revanche  c'est  là  que  le  cisaillement  s'exerce 
avec  le  plus  d'intensité;  on  conçoit  donc  que,  pour  s'assurer  qu'une 
pièce  flécbie  par  une  force  normale  se  trouve  dans  de  bonnes  conditions 
de  sécurité,  il  suffise  avec  les  formes  usuelles  : 

1°  de  calculer  la  charge  à  la  traction  el  à  la  compression  des  fibres  les 
plus  éloignées  de  l'axe, 

i"  de  déterminer  sur  la  fibre  muyenne  la  charge  due  au  glissement 
Igiigitudinal, 

el  de  s'assurer  ensuite  qu'aucune  d'elles  ne  dépasse  les  limites  admises 
Jaiis  la  pratique  ('}, 

Appliquons  ces  règles  simples  aux  cas  qu'on  rencontre  le  plus  habi- 
luellement, 

I.  —  Lorsque  la  section  de  lii  pièce  considérée  est  pleine  et  que  sa 
liauleur  est  petite  par  rapport  au  bras  de  levier  de  la  force  fléeliissanle, 
ilest  facile  de  reconnaître  que  les  efforts  de  cisaillement  ont  alors  trop 
[n'u  d'importance  pour  être  à  craindre;  on  peut  donc,  dans  ce  cas,  lais- 
wr  absolument  de  côté  l'effort  tranchant  el  se  borner  à  constater  au 
niiiyeri  de  la  fonnule 

„       llnnicnt  fléi'hissiint  X  v  _M.  v 


<!)  Cei  coniidénlions  m  prouvent  pas,  d'une  maniera  absolue,  qa'eDtre  lea  flbras  eitrfmoa  et 
il  Cbre  giojBone  il  ne  s'en  trouis  pa;  d*:>uli'<is  supporlaal  une  charge  ptiu  forte  que  eollos-ci; 
l'nlaptndant  »  qni  >  lieu,  au  moins  avrc  les  fiii-me$  dt  UCtions  habitueUement  tmplwjie» 
I;  47|  cl  celi  quelle  que  soit  la  Tsleur  àa  brus  de  levier  da  la  Torca  flécbissaate.  S'il  s'agil,  par 
'wnjile,  d'une  icclion  reclangulaîre  ou  circuliiire,  de  Sainl- Venant  a  montré  que,  le  bras  da  loiicr 
>ilul  iodéSnimenl  en  diminusnt  b  partir  d'une  valcar  initiale  assez  gtanJe,  le  maiioinm  do  chni^e 
Kl»  d'abord  eiulonnf  à  la  surface  puii  passe  brutÇuelTwnt  au  eentrej  celte  propriété  rcmar- 
quiblc  jastiGe.  au  moini  paarles  scetions  en  qacslinn.  l'assertion  émise  ci-dessus.  (Voir  1ii  Tor- 
•"m  ietpritmet,  par  dcSainl-Venant,  p.  Hliî-) 


^   J 
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que  la  charge  maximum  K  des  fibres  les  plus  éloignées  de  Taxe  n'atteint 
pas  une  valeur  dangereuse. 

II.  —  La  pièce  étant  toujours  supposée  pleine,  mais  étant  sollicitée 
par  une  force  dont  le  bras  de  levier  est  très  faible  (environ  trois  fois  la 
hauteur  et  au  dessous),  la  fatigue  maximum  cesse  brusquement  de  se 
produire  à  la  surface,  comme  nous  venons  de  le  dire,  et  ce  sont  les 
points  situés  sur  la  fibre  moyenne  ou  dans  son  voisinage  inmiédiat  qui 
sont  le  plus  chargés;  il  faut  donc  alors  calculer  pour  celle-ci  la  valeur  du 
glissement  longitudinal  (*)  afin  de  s'assurer  que  la  pièce  n'est  pas  sou- 
mise à  un  effort  trop  considérable. 

III.  —  Si  l'on  a  affaire  à  une  pièce  évidée  telle  qu'un  rail,  une  poutre 
creuse,  etc.,  le  glissement  longitudinal  peut  donner  lieu,  dans  la  partie 
centrale  peu  épaisse,  à  une  fatigue  dangereuse  et  il  y  a  lieu  en  consé- 
quence : 

M  t) 
1*  de  s'assurer,  comme  tout  à  l'heure,  au  moyen  de  la  formule  R=  -j^ 

que  la  charge  R  des  fibres  les  plus  éloignées  de  l'axe  ne  dépasse  pas 
les  valeurs  admises  dans  la  pratique; 

2**  de  vérifier  qu'il  ne  se  produit  pas  de  gUssement  trop  considé- 
rable suivant  la  ligne  des  fibres  moyennes,  c'est-à-dire  que  la  charge 

U'*  =  p2  r    e.diù  n'est  pas  trop  forte  pour  un  effort  de  cisaillement. 

IV.  —  Dans  le  cas  où  la  pièce  soumise  à  un  effort  de  flexion  se  compose  de 

deux  semelles  minces  réunies  par  une  âme  peu  épaisse 

'^'^^^f'^^      connue  les  fers  à  T  ou  les  poutres  tubulaires  ordinaires, 

nous  avons  vu  que  cette  âme  peut,  dans  la  pratique, 
être  considérée  comme  résistant  seule  à  l'efTort  tran- 


^ 


y/- 

1     V777Â/A^77^      chant   Q  qui  se  répartit   à  peu  près   uniformément 


;/-  dans   toute  sa  surface  (§  48);  si  donc  on  appelle  h 

Fig.  79  g^  hauteur,  on  n'aura  rien  à  craindre  de  l'effort  tran- 

chant et  par  conséquent  du  glissement  longitudinal  quand  le  quo tient  t-t 

no  dépassera  pas  le  chiffre  admis  pour  la  charge  maximum  par  miUi- 
mùtre  carré  relative  au  cisaillement.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître 

Q    /!* 

que,  si  on  veut  calculer  dans  ce  cas  rexpressionr-7  /  j  e.dw,  on  trouve 

très  sensiblement^^;  c'est  le  résultat  auquel  on  devait  évidemment 
arriver.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  dans  le  cas  de  pièces  analogues  à 

(1)  (iOmme  on  \t  sait,  cotte  valeur  est  égalo  ^t~,j     e.  du»,  v  étant,  dans  la  section  trans- 
tonale  ooniidérée,  la  distance  du  centre  de  gravité  à  la  fibre  qui  en  est  la  plus  éloignée. 
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celles  où  la  matière  est  concentrée  dans  deux  semelles  réunies  par  une 

ou  plusieurs  âmes  relativement  hautes  et  peu  épaisses,  on  devra  s'assurer 

V  que  les  semelles  sont  capables,  à  elles  seules,  de  résister  à  des 

efforts  de  traction  et  de  compression  égaux  à  —f' 

?  que  rame  peut,  à  elle  seule,  résister  à  l'effort  de  glissement  longi- 

tudinal  §/%.*»  =^. 

Dans  les  calculs  de  résistance  des  matériaux  relatifs  aux  pièces  véri- 
tablement fléchies  (et  non  pas  plutôt  cisaillées  que  fléchies  comme  dans 
le  cas  n"  II),  on  omet  souvent  de  vérifier  qu'elles  n'ont  rien  à  redouter  du 
glissement  longitudinal;  cela  tient  d'une  part  à  ce  que,  dans  les  pièces 
fortement  évidées  et  d'une  hauteur  relativement  grande  comme  les  fers 
à  T,  on  est  forcé,  pour  se  mettre  à  l'abri  du  déversementpu  flambement, 
de  donner  à  l'âme,  dans  les  types  usuels,  une  épaisseur  plus  grande 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  résister  à  l'effort  tranchant;  tel  est  le  phéno- 
mène qui  se  produit  pour  les  anciens  rails  en  fer,  mais  ce  serait  une 
erreur  de  croire  qu'il  doit  toujours  en  être  ainsi.  Si  l'on  étudie  par 
exemple  ce  qui  se  passe  dans  certains  rails  d'acier  où  le  champignon  a 
été  sensiblement  augmenté  de  volume  aux  dépens  de  l'âme,  on  trouve 
que  le  démaigrissement  de  cette  dernière  a  été  poussé  à  un  point  tel 
qu'elle  arrive  à  travailler  par  cisaillement  presque  autant  que  le  font  le 
champignon  et  le  patin  par  traction  et  compression  ;  on  [ne  saurait  donc, 
sans  danger,  aller  plus  loin  dans  cette  voie,  et  le  calcul  que  nous  avons 
indiqué  est  nécessaire  pour  montrer  où  il  con>îent  de  s'arrêter  pour  ne 
pas  dépasser  les  limites  imposées  par  la  sécurité  {*). 


§  51.  —  Caloul  des  tôles  et  des  rivets  d'une  poutre 

d'assemblage  de  section  constante. 


Comme  application  de  ce  qui  précède,  proposons-nous  de  calculer  les 
échantillons  d'une  poutre  en  tôle,  de  grandes  dimensions,  formée  par  la 
réunion  d'un  certain  nombre  de  pièces  assemblées  et  ayant  par  exemple 
la  disposition  d'ensemble  indiquée  par  la  figure  80.  Nous  supposons  que 
l'àme  est  mince  et  haute  et  qu'elle  a  un  moment  d'inertie  très  faible 
par  rapport  à  celui  des  semelles  dont  la  hauteur  est  elle-même  assez 
petite  en  comparaison  de  celle  de  la  poutre  ;  enfin ,  pour  fixer  les  idées, 

(1)  Voir  le  Traité  des  Chemins  de  fer,  de  Couche,  tome  111,  p.  809. 


§51 


—  120— 


nous  considérerons  le  cas  où  la  pièce,  encastrée  à  Tune  de  ses  extré- 
mités, est  fléchie  à  Taulre  par  une  force  normale  P  dont  le  bras  de  levier 
est  L. 


^-/f 


x~Â~ 


OC 
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X »  it4f(iii^tf<{i{y 


Fig.  80 


m^ L-— 


1**  Calcul  des  semelles.  —  Nous  savons  que  les  semelles  (tôles  et  cor- 
nières ABC)  peuvent  être  considérées  comme  travaiUant  uniquement 
Tune  à  la  traction,  l'autre  à  la  compression,  et  la  charge  par  millimètre 
carré  qu'elles  subissent  est  donnée  par  la  relation 


R  = 


P.  L.  ^ 


Û  étant  la  section  do  chacune  des  semelles  ABC,  on  a  sensiblement 


I=:2XÛ.Îa"=Îû.A" 


et  par  suite 


R  = 


P.  L 


équation  qui  permet  de  déterminer  Û  et  A  de  telle  façon  que  la  valeur 
do  II  ne  dépasse  pas  la  charge  maxinmm  par  millimètre  carré  qu'on 
admet  pour  la  traction  ou  la  compression. 

^  Calcul  de  Vâme.  —  L'àme,  d'épaisseur  /  et  d'une  hauteur  égale 
environ  à  h\  peut  être  considérée  comme  soumise  à  l'effort  tranchant  P 
uniformément  réparti  (§  50);  elle  est  donc  soumise  à  une  force  de  cisaîl- 
I(»inont  dont  la  valeur  par  millimètre  carré 

p 

c.  h 


no  doit  pns  dépasser  lo  chiffre  de  sécurité  admis  pour  les  phénomènes 
do  trlissonionl. 


3"  Calcul  des  rivets  des  semelles.  ~  Les  livels  S  qui  reuiiissenl  entre 
elles  les  diverses  pièces  superposées  composant  les  semelles  ont  à  résis- 
ter à  un  effort  de  glissemenl  longitudinal  dont  la  valeur  par  millimètre 
courant  de  la  longueur  de  la  poutre  est  égale  à  (§  41) 


p  h 

•^9 


OU  senaiblemcnl 


Si  donc  on  appelle  n  le  nombre  de  files  de  rivets  (4  dans  la  ligure  80), 
d  leur  diamètre,  B  leur  écarlement  de  centre  en  centre,  et  si  l'on  remarque 
qu'ils  ne  travaillent  chacun  que  par  une  section,  on  a,  en  écrivant  l'équi- 
libre du  système  pour  une  longueur  S  de  la  poutre, 


K"  étant  la  charge  de  sécurité  admise  pour  le  cisaillement.  Si  l'on  se  donne 
arbitrairement  3  en  fonction  de  d,  cette  dernière  quanlilé  se  déduit 
inuuédiatement  delà  relation  ci-dessus. 

4°  Calcul  des  rivets  servant  à  l'assemblage  de  l'âme  avec  les  semelles.  — 
Ces  rivets  U,  qui  travaillent  piir  deux  sections,  sont  soumis  à  un  effort  de 
glissement  longitudinal  qui,  sur  une  longueur  de  1  millimètre  de  la  poutre 
s'élève  à 


?£'-^" 


ou  sensiblement  à 


Leur  diamètre  rf*  el  leur  écartement  de  centre  en  contre  3'  sont  donnés, 
comme  tout  à  l'heure,  par  l'équalion 

y  X^  i:.  (f*  X  R"  =^XS' 

5"  Calcul  des  rivets  du  counre-joint  longitudinal.  —  Supposons  l'âme 
assez  hante  pour  qu'on  soil  conduit  à  la  faire  en  deux  pièces  réunies 
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par  un  couvre-joint  double.  Chacune  des  files  V  des  rivets  de  celui-ci 
doit  résister  à  un  effort  de  glissement  longitudinal  qui  s'élève  par  milli- 
mètre courant  à 

h 
P  r2 


dta 

ou  sensiblement  à 

P 
h 

Ces  rivets  travaillant  par  deux  sections  puisque  le  couvre-joint  est 
double,  on  a 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  montrent  la  marche  à  sui\Te  dans 
les  différents  cas  plus  ou  moins  variés  qui  peuvent  se  présenter  dans  la 

pratique.  Dans  plus  d'une  circonstance  la  valeur  des  intégrales  /  «.dw 

pourra  s'obtenir  d'une  manière  suffisamment  exacte  par  des  procédés 
approximatifs  analogues  à  ceux  que  nous  avons  employés;  si  l'on  juge 
que  cette  simplification  n'est  pas  possible,  on  devra  évaluer  exactement 
chacune  de  ces  expressions  qui  représente  simplement  le  moment  d'une 
surface  par  rapport  à  la  ligne  des  fibres  moyennes  de  la  pièce  ;  dans  ce 
cas  on  prendra  également  pour  1  sa  valeur  véritable. 

11  convient  de  remarquer  que,  dans  l'exemple  que  nous  avons  traité, 
l'effort  tranchant  est  le  même  d'un  bout  à  l'autre  de  la  poutre  ;  s'il  n'en 
est  pas  ainsi,  et  c'est  ce  qui  arrive  dans  une  foule  de  circonstances 
(charges  multiples,  charges  uniformément  réparties,  etc.),  les  propor- 
tions théoriques  du  rivetage  ne  sont  pas  les  mêmes  d'une  extrémité  à 
l'autre  de  la  pièce,  mais  leur  étude  pourra  toujours  se  faire  de  la  même 
façon. 


§  52.  —  Galoul  des  pièces  d'assemblage  réunissant  plusieurs 

poutres  superposées. 

Supposons  que  nous  ayons  plusieurs  poutres  superposées  fléchies  par 
une  force  normale  P  et  voyons  quelles  sont  les  dimensions  des  clefs 
d'assemblage  qu'il  faudrait  interposer  entre  elles  pour  les  rendre  soli- 
daires et  les  faire  travailler  comme  une  pièce  unique. 


Après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  ce  calcul  ne  présente  pas  de 
difBciilté3  :  la  clef  M  par  exemple  doit  en  effet  résister  à  la  force  de  cisaU- 


lemenl  ou  de  glissement  lon^tudinal  g  qui  se  produit  sur  la  lortf^miir  S 
correspondant  à  l'écaplement  des  clefs  et  qui  est  égale  à  (§  47) 


P  re 
3  =  6  X  j-Jp^  e.  rfoi 


Si  donc  on  appelle  ft  la  largeur  de  la  clef  considérée  et  t  sa  lonyiif  ur, 
égale  à  la  largeur  de  la  poutre,  on  a,  pour  délemiincr  les  dimrnsinns 
chercliées,  l'équation 

b,  i  X  R"  =  S.  j.J^  e.  do. 

R"  étant  la  charge  de  sécurité  admise  pour  le  cisaillement. 
On  remarquera  que,  si  l'effort  tranchant  est  constant,  les  clefs  d'une 
même  file,  supposées  égales,  doivent  être  équidislantes. 
Si  l'on  examine  de  plus  près  les  phénomènes  qui  se  produisenl.  il  t'sl 


:izjfc 


,h\ 


facile  de  reconnaître  que  les  clefs  ne  suffisent  pas  à  elles  seules  puur 
rendre  les  deux  pièces  absolument  solidaires  ;  raisonnons  en  effol ,  pour 


I 


Ii^ 
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p|f«  d^  ^irr.pi.  ^»^,  *T>r  >  <"a^  •/;  il  :.  j  a  p^r  «ieiLS  p«jatres  superposées  el 
fîXHxxxiUhu^  Ifs  rh;ic:ir.fr  a  [^rt  alr.^i  «^i-  I«^  i^^f*  de  êiçod  à  bien  noas 
Tf^udr*^  cornp'^  'i**  la  'î.^f^*.-/.  -n  d«r*  5  r^i:^  q  «ioril  l'effet  est  de  forcer  la 
pU'f:e  AUff^-rifUTfT  K  à  ^'aL-.r.ir'^'r  el  l'autre  K*  à  se  racironrcir.  Sous  Tîn- 
tlufuce  de  rfr^  forrf^  \fns  rl^-f^  tender^t  à  tourner,  actionnées  par  le  couple 
yxHir,  et  par  îni.'te  l*-s  d^^ux  pi«^**^  K  el  f  sorit  s*:»Il;citées  à  s'écarter 


rig.83 


Tune  de  Tautre.  Pour  résistera  ce  genre  d'efforts,  on  se  tmuve  conduit 
à  faire  unagc  de  brides  ou  de  boulons  U  que  nous  supposons  par 
exemple  situés  à  la  même  dislance  que  les  clefs  ;  chacun  d'eux  a  à  résis- 
ter à  une  force  de  traction  T  donnée  par  la  relation 

T  X  ^  =  Moment  da  conple  g  =  ^  X  H  H' 

Le  bras  do  levier  HIF  étant  certainement  inférieur  à  l'épaisseur  a  de 
In  clef,  on  aura  toute  sécurité  en  admettant  que  la  tension  T  atteigne  la 
valeur 

On  en  déduit  inunédialement  les  dimensions  à  donner  aux  brides  ou 
aux  boulons.  Si  ce  sont  ces  derniers  dont  on  fait  usage,  ils  ont  évidemment 
pour  effet  non  seul(»ment  de  s'opposer  à  l'écartement  des  poutres  super- 
poHocm,  mais  encore  de  résister  au  glissement  longitudinal;  leur  emploi 
périmât  donc  do  réduire  les  dimensions  des  clefs. 

Il  résulle  égal(»ment  de  l'élude  précédente  qu'on  a  intérêt,  pour  dimi- 
iiUiM*  h»  roupie  qx  IIH',  à  faire  usage  de  clefs  ayant  une  épaisseur  aussi 
faible  qncM'ela  es!  pratiquement  possible.  Si  l'on  pouvait  réduire  cette 
diTiilèrc»  il  7*éro,  on  se  trouverait  alors  dans  le  cas  d'une  poutre  d'une 
Moule  plèoi»,  ((ui  peul  en  effet  êlre  considérée  comme  composée  d'une 
Mérl(»  d(»  lVuilli»s  inllnimenl  minces  superposées  les  unes  aux  autres  et  sç 


r 
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sollicUanl  muluelleineiil  par  une  sorte  de  frolteraeul  langeulit'l,   sans 
qu'il  se  produise  de  forces  iionnides  aux  surfaces  de  séparation. 

Nous  ferons  remarquer,  en  lerniinant.  que  !a  pièce  inférieure  K'-  com- 
primée par  les  forces  q,  lend  à  se  courber  et  à  fléchir  d'une  clef  à  l'autre 
comme  le  font  les  pièces  comprimées  ;  l'emploi  de  brides  ou  de  boulons 
est  donc  doublement  avantageux  puisqu'il  a  évidemment  pour  effet  de 
s'opposer  à  cette  flexion  et,  à  ce  point  de  vue,  il  convient  de  placer  ces 
organes  de  liaison  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  deux  ck-fa  consé- 
cutlTes. 


1 


§53. 


-  Calcul  des  efforts  qui  se  prodolseat  suivant  un  Joint 
oblique  dans  une  poutre  de  section  constante. 


Supposons  qu'il  existe,  dans  une  pièce  ABCD,  un  joint  oblique,  recti- 
lî^ie  ou  non,  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  qui  contient  ia  force  P 
el  proposons-nous  de  calculer  les  efforts,  l'un  normal,  l'autre  tanyentiel 
qui  se  pi-oduisent  en  un  point  quelconque  m  de  la  surface  de  séparation; 
la  solution  de  ce  problème  nous  donnera  ainsi  le  moyen  de  déterminer 


les  dimensions  des  organes  d'assemblage  {clefs,  boulons  ou  brides)  dont 
il  convient  de  faire  usage  pour  rétablir  la  continuité  détruite  par  l'exis- 
tence du  joint. 


ôd 
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Prenons  au  point  m  un  élément  infiniment  petit  dh  du  joint,  ayant  une 
longueur  a,  et  supposons-le  d'abord  situé  dans  la  région  supérieure  où 
il  y  a  allongement  des  fibres  longitudinales;  on  peut  considérer  dh 
comme  Thypothénuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  autres  côtés, 
parallèles  et  perpendiculaires  à  la  ligne  des  fibres  moyennes,  sont  égaux 
à  a.  cos  a  et  a.  sin  a.  Supposons  maintenant  détaché  de  la  poutre  le  petit 
prisme  triangulaire  V  dont  la  base  est  le  triangle  précédent  et  dont  les 
arêtes,  perpendiculaires  au  plan  de  symétrie,  ont  pour  longueur  la  lar- 
geur l  de  la  pièce  ;  nous  savons  (§  44  et  47)  que  les  faces  horizontales  et 
verticales  de  ce  solide  sont  soumises  à  trois  forces  dont  les  valeurs  par 
millimètre  carré  sont  égales  à 


Force  longitadînale  de  traction  appliquée  à  la  fiaee  verticale  g  cr>R  r=     '   ^ 
Force    de    cisaiUement  appliquée   à  la  face   verticale  9^\K^=ij-'jj     e.d 
Force  de  glissement  longitad.  appliquée  à  la  face  horizontale  g  ^  (  ^'^^ri  /    ^'  ^' 


ta 


0) 


Les  dimensions  de  la  poutre  ainsi  que  la  force  P  étant  données,  R  et 
11"  sont  des  quantités  qui  sont  connues  en  vertu  des  relations  cî-dessus. 
Pour  trouver  les  efforts  tangentiels  T  et  N  qui  s'exercent  sur  1  millimè- 
tre carré  de  la  surface  du  joint  au  point  m,  nous  n'avons  évidemment 
qu'à  exprimer  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  appliquées  au  solide  V 
et  qui  sont  R  X  a.  l.  sin  a,  IV  x  a.  L  sin  a,  R"Xa.  /.  cos  a,  TXfl. ', 
N  X  a.  l;  écrivons  pour  cela  les  deux  équations  de  projections  et  sup- 
primons le  facteur  commun  a.  / 

T  =  R.  sin  a  X  cos  a  +  R".  cos  a  X  cos  «  —  R".  sin  a  X  sin  a 

N=  R.  sin  a  X  sin  a  +  R".  cos  a  x  sîn  a  +  R".  sin  a  X  oos « 

ou  bien 

T=gR.8in2a-fR".co8  2« 

y  =  R.^""^^^  +  R".3in2« 

Si  le  point  considéré  m  se  trouve 
dans  la  partie  où  il  y  a  compres- 
sion des  fibres,  la  force  R  a  alors 
une  direction  inverse  de  celle  que 
nous  avons  supposée  précédemment  et  par  suite  R  doit  être  changé  de 
signe  dans  les  formules  ci-dessus;  quant  aux  forces  T  et  N,  elles 
devront  être  portées  dans  le  sens  des  flèches  ou  en  sens  contraire 


suivant  que  les  valeurs  déduites  des  équations  précédentes  sonl  posi- 
livt's  ou  négatives.  Dans  ces  i^ondilions,  les  expressions  ci-dessus  peu- 
vent être  considérées  comme  s'appUquanl  à  un  point  quelconque  de  ta 
poutre  et  elles  donnent  par  suite  la  solution  du  problème  proposé. 


:;  54.  —  Résistance  à  la  flexion  des  poutres  non 
homogènes. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  les  pièces  dont  nous  nous  som- 
mes occupé  étaient  homogènes;  examinons  maintenant  le  cas  où  cette 
condition  n'est  pas  remplie,  c'est-à-dire  où  le  coefficient  d'élasticité 
varie  d'un  point  à  l'autre.  La  poutre  considérée  étant,  comme  précé- 
demment, fléchie  par  une  force  normale  P,  nous  avons  toiyours  pour 
Jélerminer  la  position  de  la  /ibre  neutre,  c'est-à-dire  de  la  fibre  sans 
allongement,  l'équation  (f,  44) 

"     '     P     ~ 

E  élanl  une  quantité  variable. 

?^i  l'on  considère  maintenant,  à  titre  purement  fictif,  chaque  point  du 
lurps  comme  ayant  une  densité  égale  ou  proportionnelle  au  coefficient 
(lélaslicité  correspondant  E,  la  relation  précédente  signifie  que  la  fibre 
neutre  passe  par  les  centres  de  gravité  des  sections  transversales  de 
la  pièce  fictive  considérée;  rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  déter- 
miner sa  position. 

Si  maintenant  nous  prenons,  par  rapport  au  pointa  de  laflbre  neutre, 
te  moment  des  forces  appliquées  à  la  section  transversale  mn,  nous 
avons,  comme  précédemiuenl, 

ï  (e.  di».  -Xe\  =Momeiitflécîii88antsM. 
-.  E  E,  e».  diu  =  M 


-E.  e'.  dtt)  est  le  moment  d'inertie  de  la  section  mn  par  rapport  à  l'axe 
"'  en  continuant  à  attribuer  à  chaque  élément  du  une  densité  égale 
^E;  son  calcul  ne  présente  pas  de  difficultés.  En  le  désignant  par  1',  on  a 


-  M 
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Qaant  a  b  charge  par  millimètre  carré  R  qne  mpfwrie  en  ■  ta    fibre 
longitudinale  qni  passe  par  re  point,  on  verrait,  comme  aa  pwagrapbe  44. 
qD>Ue  est  doonée  par  les    rela- 
tions 


1 


=  E.l=E. - 


E  étant  le  coefficient  d'élasUcïlê 
relatif  aa  point  considéré  ■. 

Il  est  à  remarquer  que,  cbacun  des  termes  de  la  somme  r=£E.  e^  dv 
contenant  â  la  première  puissance  le  coefficient  d'élasticité  local  E,    le 

rapport  -p  et  par  suite  R  ne  changent  pas  quand  on  donne  aax  élé- 
ments da  de  chaque  section  transversale  des  valeurs  soit  égales,  soit 
simplement  proportionnelles  à  E  comme  cela  est  plus  commode  pour 
le  calcul. 

On  rencontre  parfois  dans  la 
pratique  des  exemples  de  pièces 
non  homogènes;  tel  est  le  cas 
d'une  poutre  en  bois  solidement 
reliée  à  une  armature  mince  en 
fer  A  C  A.'  C  placée  dans  la  par- 
tie qui  subit  des  elforts  d'ex- 
tension. Le  coefBcient  d'élasti- 
cité du  fer  étant  19000  et  celui 
du  bois  (chêne)  1 100,  on  admettra  que  chaque  élément  de  ce  dernier 

a  une  densité  égale  à  1  en  prenant    .  .j».  =  17,3  pour  celle  du  fer  ;  le 

calcul  de  la  position  de  la  flbre  neutre  HK  et  celui  de  V  et  de  R  s'effec- 
tueront ensuite  sans  difficultés. 

On  a  quelquefois  appliqué  des  considérations  du  même  ordre  aux 
gi-osses  poutres  pleines  en  fonle  dans  lesquelles  la  couche  extérieure  du 
métal,  refroidie  plus  rapidement  que  la  partie  centrale  au  contact  du 
moule,  n'a  pas  des  propriétés  élastiques  identiques,  mais  cette  compli- 
cation n'a  guère  de  raison  d'être  en  présence  de  l'incertitude  qui  règne 
sur  les  valeurs  relatives  des  coefficients  d'élasticité  des  deux  régions 
en  question  dont  les  épaisseurs  sont  d'ailleurs  mal  connues. 
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Nous  citerons  enfin  une   application  intéressante  des  formules  ci- 
dessus,  qui  a  été  faite  par  M.  Voisin  Bey,  à  des  poutres  en  tôle  et  ma- 
çonnerie, faisant  partie  des  caissons  employés  pour  la  construction  de 
formes  de  radoub  à  Toulon  (<).  Il  doit  être,  d'ailleurs,  toujours  bien  en- 
tenda  que,  dans  le  cas  d'une  poutre  non  homogène  résultant  de  la 
superposition  ou  de  tout  autre  agencement  de  pièces  diverses,  ces  der- 
nières sont  supposées  dans  nos  formules  faire  intimement  corps  les 
unes  avec  les  autres  absolument  comime  si  on  avait  affaire  à  un  solide 
unique  à  coefficient  d'élasticité  variable. 

(1)    Toir  le  Bulletin  de  la  Société  dPEncouragement,  188i,  p.  37. 
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FLEXION  PUNB  PRODUITE  PAR  DES  FORGES  NORMALES 
EN  NOMBRE  QUELCONQUE.  -  CALCUL  DES  FLÈCHES. 


§  S5.  —  Flexion  plane  produite  par  des  forces  normales  en 
nombre  quelconque,  situées  dans  un  plan  de  symétrie. 

Nous  supposons  toujours  que  la  pièce  considérée  est  symétrique  par 
rapport  à  un  plan  qui  contient  toutes  les  forces,  supposées  normales  à 
la  fibre  moyenne;  celles-ci  peuvent  d'ailleurs  être  soit  isolées,  soit 
réparties  d'une  manière  continue  suivant  une  loi  plus  ou  moins  simple 
et  sur  une  longueur  plus  ou  moins  grande  de  la  poutre.  Le  problème 
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P» 


Fig.  88 


ainsi  posé  se  traite  absolument  de  la  même  manière  que  quand  il  n'y 
a  qu'une  force  normale  unique  (§  44)  (*),  et,  par  la  même  suite  de  rai- 
sonnements, on  arrive  à  conclure  : 

V  que  la  ligne  des  fibres  neutres  (c'est-à-dire  sans  allongement)  se 
confond  avec  celle  des  fibres  moyennes, 

2®  qu'en  appelant  M  le  moment  fléchissant,  par  rapport  à  une  section 

(1)  Nos  explications  et  les  figures  qui  les  accompagnent  se  rapportent  k  nne  pièce  dont  une  extré- 
mité est  libre  et  l'autre  encastrée  ;  mais  elles  s'appliquent  tout  aussi  bien  à  une  poutre  droite 
quelconque  reposant  sur  n'importe  quels  appuis,  pourru  qu'on  remplace  ees  derniers  par  les  réac- 
tions (forees  et  moments)  auxquels  ils  donnent  lieu. 


IransTersale  quelconque   mn,    de    l'ensemble  des  forces  extéripuiGS 
situées  soit  à  droite,  soit  à  gauche  de  mn,  on  a  comme  précédeiiinienl 


3°  que  la  charge  par  millimètre  carré  d'une  fibre  longitudinale  en  un 
point  quelconque  t  situé  à  une  distance  e  de  l'axe  est  égale  à 


ce  qui  donne  pour  la  charge  R  de  la  fibre  la  plus  fatiguée  dans  la  sec- 
tion mit 


Ces  diverses  relations  ne  supposent  nullement  que  la  section  de  h 
pièce  soit  constante  d'une  extrémité  à  l'autre. 

Les  considérations  que  nous  avons  développées  relativement  à  la 
répartition  de  l'effort  tranchant  et  au  glissement  longitudinal  sont  d'ail- 
leurs évidemment  applicables  au  cas  qui  nous  occupe  mais  à  condition, 
comme  précédemment,  que  la  section  transversale,  ne  varie  pas. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  le  problème  de  la  flexion  d'une 
pièce  droite  soumise  à  des  forces  normales  en  nombre  quelcoii- 
<iiie,  situées   dans  un   plan  de    symétrie,   se  trouve    résolu;   il  ne 
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Fig.  89 

reste,  dans  chaque  cas  particulier,  qu'à  calculer  pour  chaque  soolion 
transversale  la  valeur  du  moment flêcliissant  et  de  l'effort  tranchant  ijni 
s'^llicilent  cette  dernière.  Nous  allons  voir  maintenant  commeni  "M 
peut  arriver  à  effectuer  rapidement  cette  détermination  pour  laquilli- 
on  peut  considérer  à  volonté  soit  la  partie  de  droite  V,  soit  celle  de 
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gauche  V*,  avec  les  forces  extérieures  respectivement  appliquées  à  cha- 
cune déciles;  il  faut  seulement  avoir  bien  soin  de  faire  figurer  parmi 
ces  forces  les  réactions  (forces  et  couples)  dues  aux  points  d'appui 
quand  il  y  en  a  un  de  compris  dans  le  tronçon  considéré,  V  par  exemple, 
dans  le  cas  de  la  figure  89. 


§  56.  —  Courbes  représentatives  des  efforts  tranchants  et 

des  moments  fléchissants. 


Il  est  souvent  utile  de  représenter  par  un  tracé  graphique  les  valeurs 
successives  des  efforts  tranchants  et  des  moments  fléchissants  apph- 
qués  aux  diverses  sections  transversales  d*une  poutre  ;  on  détermine 
ainsi  plus  rapidement  l'ensemble  de  ces  valeurs,  on  se  rend  mieux 
compte  de  leurs  variations  et  enfin  on  s'aperçoit  plus  facilement  des 
erreurs  accidentelles  qu'on  pourrait  commettre. 

I.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  uniquement  de  forces  isolées  nor- 
males et,  pour  simplifier  les  explications,  supposons  que  nous  ayons 
affaire  à  une  pièce  horizontale  encastrée  à  Tune  de  ses  extrémi- 
tés. Les  valeurs  successives  de  l'effort  tranchant  sont  évidemment 
égales  à 

P  de  K  en  Â, 

P— P,  de  A  en  B, 

P— P,  — P,  deB  enC, 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  donne  pour  ligne  représentative  de  l'effort 
tranchant  la  ligne  discontinue  k*a\  a''  V\  6'c', ....  Quant  aux  moments 
fléchissants,  on  voit  également  qu'ils  sont  égaux  à 

P  (L— a?)  dans  la  section  mn^ 

P  (L — L')  au  point  A, 

p  (L— a?')  — Pi  {V—x")  dans  la  section  w'n', 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  donne  pour  ligne  figurative  la  ligne  brisée 
KA'B'...,  dont  les  sommets  se  trouvent  aux  points  d'application  des 
forces  P,  Pi, .... 

II.  Examinons  maintenant  le  cas  où  les  forces  normales  sont  réparties 
d'une  manière  continucy  suivant  une  loi  quelconque,  sur  la  totalité  ou 
sur  une  portion  seulement  de  la  longueur  de  la  pièce  et  proposons- 
nous  de  calculer  l'effort  tranchant  Q  et  le  moment  fléchissant  M  corres- 
pondant à    une    section    transversale    quelconque  mn    donnée   par 
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§  56 


l'abscisse  x.  Appelons  p  la  charge  de  la  poutre  par  millimètre  courant  ; 
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V  est  une  fonction  donnée  de  Tabscisse  x  telle  que 


I 


I 

I 

r 
I 
I 


/(»)  étant  une  fonction  plus  ou  moins  compliquée  qui,  dans  le  cas 
d'une  charge  uniformément  répartie,  se  réduit  à  une  constante.  Si  Ton 
désigne  par  S  une  variable  auxiliaire  représentant  Tabscisse  d'un  point 
quelconque  u  de  la  fibre  moyenne  compris  entre  la  section  considérée 
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mn  et  le  point  K,  la  charge  appliquée  à  la  poutre  sur  la  longueur  infi- 
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niment  petite  dÇ  esipxdl=f{l)X  rfÇ,  de  sorte  que  TefTort  tranchant 
dans  la  section  mn^  qui  est  évidemment  égal  à  ^p.dlj  a  pour  valeur 


X 


Remarquons  maintenant  que  le  moment  de  la  force  pxdl  par  rap- 
port à  la  section  mn  est 

jpXrf5X(5  — a); 
on  a  donc  pour  valeur  du  moment  fléchissant  cherché 

X 

La  recherche  des  valeurs  de  Q  et  de  M  se  réduit  donc  à  celle  des 
intégrales  ci-dessus,  de  sorte  qu'au  point  de  vue  algébrique  le  problème 
peut  être  considéré  comme  résolu.  Dans  la  pratique,  il  n'en  est  malheu- 
reusement pas  de  même  à  moins  que  la  forme  de  la  îonciiou  p:=f{x) 
ne  soit  relativement  simple,  mais  nous  allons  voir  comment,  même  dans 
les  cas  les  plus  compliqués,  on  peut  se  tirer  d'affaire  par  une  construc- 
tion géométrique. 

Traçons  en  effet,  avec  les  axes  coordonnés  HX  et  HY,  la  courbe 
/y=p=f[x)  qui  donne  les  forces  appliquées  à  la  pièce  par  millimètre 
courant;  le  produit  f{l)xdl  étant  égal  à  l'aire  élémentaire  rr'ss\  il 

s'ensuit  que  l'effort  tranchant  Q==y    /(Ç)  xrfÇ  correspondant  à  la  sec- 

tion  m  est  représenté  par  l'aire  curviligne  Awm'.  La  détermination  des 
valeurs  successives  de  Q  ne  présente  donc  aucune  difficulté  puisqu'elle 
se  réduit  à  une  opération  de  quadrature  :  cette  dernière  s'effectuera, 
par  exemple,  en  divisant  la  longueur  L  de  la  poutre  en  un  certain 
nombre  de  parties  égales  et  en  mesurant  les  ordonnées  correspon- 
dantes de  la  courbe  p,  que  l'on  combinera  convenablement  entre  elles 
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suivant  les  formules  de  quadrature.  On  obtiendra  ainsi  1res  simplement 
la  courbe  n"*  2  dont  les  ordonnées  représentent  la  valeur  de  l'effort 
tranchant  Q. 


Fig.  9i 

Supposons  cette  courbe  tracée;  celle  des  moments  fléchissants  s*cn 
déduit  immédiatement  :  nous  avons  vu  en  effet  que  l'efTort  tranchant  est 
la  dérivée  du  moment  fléchissant  (§  45);  inversement  ce  dernier  est 
rintégrale  de  l'autre  de  sorte  que  la  courbe  cherchée  n'est  autre  que  la 
courbe  intégrale  de  la  précédente  Q  ou,  en  d'autres  termes,  celle  qui 
donne  les  valeurs  successives  des  aires  telles  que  A  m  m"  Q)  ;  nous  nous 
trouvons  ainsi  conduit  à  faire  sur  la  courbe  Q  les  mêmes  opérations  de 
quadrature  que  sur  celle  des  p,  et  nous  avons  ainsi  la  courbe  des  mo- 
ments fléchissants  H.  Le  problème  que  nous  nous  étions  posé  se  trouve 
donc  ainsi  résolu. 

Pour  faciliter  les  tracés  précédents,  il  convient  de  no  pas  perdre  de 
\ne  les  remarques  suivantes  : 

!•  Aux  points  où  la  courbe  p  coupe  Taxe  des  x  correspondent  un 
maximum  ou  un  minimum  pour  la  courbe  Q,  et  un  point  d'inflexion  pour 
la  courbe  M. 

2*  Aux  points  où  la  courbe  p  présente  un  maximum  ou  un  minimum 
correspond  un  point  d'inflexion  pour  la  courbe  Q. 

(1)  U  eit  belle  de  démentrar  analykiqiiement  que  l'expression  troafée  plus  haat 


«/m 


npréssBia  bien  l'aire  A  m  m". 
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3°  Aux  points  où  la  courbe  Q  coupe  Taxe  des  x  correspondent  un 
maximum  ou  un  minimum  pour  la  courbe  M. 

Le  tracé  géométrique  que  nous  venons  d'indiquer  est  applicable  aux 
circonstances  les  plus  variées  et  s'effectue  toujours  de  la  même  manière 


quelque  compliqué  que  soit  le  mode  de  répartition  des  forces  plus  ou 
moins  irrégulièrement  appliquées  à  la  poutre.  S'il  s'agit  par  exemple 
d'un  navire,  on  le  suppose  décomposé  en  tranches  successives  de  i  mè- 


Fig.  9i 

tre  de  longueur  et  on  calcule  le  poids  p'  de  chacune  d'elles,  ainsi  que 
son  déplacement  p'\  c'est-à-dire  la  poussée  qu'elle  éprouve  de  la  part  de 
l'eau  de  mer  ;  la  différence  p^^  p'  —  p"  donne  immédiatement  la  va- 
leur de  la  force  appliquée  au  navire  par  mètre  courant,  et  l'on  n'a  plus 
qu'à  tracer,  comme  nous  l'avons  expliqué,  les  courbes  p,  Q  et  M  pour 
avoir  l'effort  tranchant  et  le  moment  fléchissant  auxquels  est  soumise 
chacune  des  sections  transversales  du  navire.  Nous  donnons  un  exem- 
ple d'un  tracé  de  cette  nature  dans  les  figures  93  et  94  relatives  à  un 
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cuirassé  anglais  YAudacious;  les  poinls  de  rebroussement  qinid  y  il'- 
marque  sur  la  courbe  des  p'  et  par  suite  des  p  sont  dus  à  l;t  pi-êsence 
de  poids  considérables  (cloisons  cuirassées,  tours  blindées,  elc.;,  cijiii'C'n- 
trées  sur  une  faible  longueur  du  navire  et  donnant  lieu,  conimo  lians  le 
premier  cas  étudié,  à  une  ligne  discontinue  {'), 

m.  Si  la  pièce  considérée  est  soumise  à  la  fois  à  desforces  l'ouliriucs 
et  à  des  foi-ces  qui  ne  peuvent,  en  aucune  façon,  être  coiLsid(''n.''(>s 
comme  réparties  sui-  une  longueur  plus  ou  moins  grande  de  hi  punlip, 
on  traitera  ces  dernières  comme  des  forces  isolées  et  les  d'inrls  him- 
chants  seront  alors  la  somme  algébrique  de  ceux  qui  résulletii  dis  lr;i- 
ces  indiqués  dans  les  cas  1  et  2  du  présent  paragraphe.  On  :nn-:i  ainsi, 
pour  les  efforts  tranchants  totaux  Q,  rnie  ligne  discontinue  [Imil  liuguit- 
drature  donnera,  comme  tout  à  l'heure,  la  courbe  des  monn'uts  M;  il 
ne  peut  y  avoir  à  ce  sujet  aucune  incertitude  dans  la  façon  dupéicr, 
après  les  explications  que  nous  avons  données. 


§  57.  —  Cas  où  les  charges  se  déplacent. 

Nous  avons  admis  jusqu'ici  que  les  diverses  forces  appliqm'i.'s  h  une 
pièce  occupent  une  position  invariable,  mais  il  est  bien  di's  rin-on- 
slances  oii  il  n'est  pas  permis  d'agir  de  cette  manière  :  c'esi  ■\iu~.i  qui- 
dans  les  calculs  de  ponts  on  est  forcé  de  supposer  que  les  chinurs  (im 
convoi  de  voitures  par  exemple)  occupent  successivement  dh  ci  ses  pusi- 
tions  par  rapport  à  chaque  travée  en  conservant  les  unes  iiur  liiiiporl 
aux  autres  les  mêmes  distances.  Dans  ces  conditions  on  si?  huuvoi'nil 
conduit  à  considérer  un  certain  nombre  de  stations  du  convoi  il  ii  ini- 
cer  pour  chacune  d'elles  la  courbe  des  moments  fléchissants  r|iir  imus 
avons  appris  à  construire  (§  S6);  on  pourrait  ainsi  reconninhc  qm'lli.' 
est,  pour  chacune  des  sections  transversales  de  la  poutre  ou  le  lu  ii;i- 
ïée  considérée,  le  moment  maximum  de  flexion  qui  se  produii  iimiiiiiil 
ie  déplacement  du  convoi  et,  en  traçant  celte  ligne  des  monn'ni.s  ninxi- 
mum  dite  courbe  enveloppe  des  moments,  on  aurait  les  élémeuls  nùci's- 
aaîres  pour  procéder  au  calcul  des  dimensions  de  l'ouvrage. 

Il  est  facile  de  comprendre  que  cette  manière  d'opérer  eat  <  n  ;;i-iii'>- 
rai  longue  et  pénible  ;  on  peut,  il  est  vrai,  la  simpUfler  enaynnl  n'idiirs 
à  des  considérations  géométriques  basées  sur  l'emploi  des  ii^ly^'iinus 
funiculaires  (');  mais,  dans   un  grand  nombre  de  circonsinin  i<,  «u 

|t|  Voir  U  Amm marUinw  et  cotoniaU,  tome  37,  p.  739,  lome  38,  p.  182  el  (auii:  ii),  ^i.  in1. 
(i)  Voir  la  BétUtanee  ia  matériaux  de  Bresn,  3°  JdiUon,  ç.  95. 
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obtiendra  des  résultats  suffisamment  exacts  dans  la  pratique,  en  substi- 
tuant aux  charges  mobiles  une  charge  fixe  uniformément  répartie  et 
ayant  une  valeur  convenablement  choisie.  Pour  les  ponts  de  chemins 
de  fer,  cette  simplification  a  été  autorisée  par  une  circulaire  ministé- 
rielle du  9  juillet  1877  qui  donne  en  même  temps  la  valeur  delà  charge 
par  mètre  courant,  variable  avec  la  portée,  qu'il  convient  d'adopter. 

Il  est  d'ailleurs  bien  entendu  que,  dans  les  calculs  précédents,  on  ne 
tient  nullement  compte  des  vibrations  qu'imprime  à  une  poutre  le  pas- 
sage rapide  d'un  convoi  ou  d'une  charge  quelconque,  et  qui  occasionnent 
dans  tout  le  système  une  fatigue  supplémentaire  parfois  très  impor- 
tante (Chapitre  XVI). 


§  58.  —  Détermination  de  la  forme  de  la  Bbre  moyenne 

déformée.  Calcul  de  la  flèche. 


Une  pièce  primitivement  droite  étant  soumise  à  des  forces  nonnales 
quelconques  situées  dans  son  plan  de  symétrie,  nous  avons  vu  (§  S6) 
comment  on  peut  déterminer,  par  une  double  intégration  effectuée  soit 
algébriquement  soit  géométriquement,  le  moment  fléchissant  M  qui  est 
apphqué  à  chacune  des  sections  transversales.  Ce  dernier  étant  ainsi 
connu,  voyons  mainlement  comment  on  peut  trouver  quelle  forme  aflfecle 
la  fibre  moyenne  déformée  et  par  suite  calculer  la  flèche. 

Premier  procédé,  —  Prenons  deux  axes  rectangulaires  dont  l'un  HX 
coïncide  avec  la  fibre  moyenne  non  déformée.  Nous  avons  vu  que,  pour 


Fig.  95 

une  section  transversale  quelconque  mn,  on  a  (§  55),  sans  supposer  on 
aucune  façon  que  la  pièce  ait  partout  même  section, 
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Pour  avoir  l'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée,  il  suffit  évidem- 


ment  de  remplacer  dans  l'équation  précédenle  p  par  sa  valcui' 
connue 


h^} 


Or,  dans  les  problèmes  relatifs  à  la  flexion  des  pièces  pHmiliviiHfn 
droites  auxquelles  les  forces  fléchissantes  ne  font   éppouM')    f|irijni 

déformation  légère,   on  supprime  le    terme  (•r^  j    qui  aloiii  rsl  ilTci' 

tivement  négligeable  devant  l'unité,  et  l'on  a  ainsi 

P      di' 
D'où 

dz" 
<Py  __     M 
rfx'  ~  E.  I 

En  intégrant  deux  fois  on  a  pour  une  abscisse  quelconque  x 

K  et  K*  étant  deux  constantes  que  l'on  détermine  par  la  eoTninissanci 
qu'on  a  des  conditions  initiales  dans  lesquelles  se  trouve  la  [lirif,  h.'llf: 
que:  encastrement  à  l'une  des  extrémités,  nécessité  de  passée  ii.inlrir 
points  donnés,  etc.  Comme  il  importe  d'ailleurs  de  le  remai'quci',  l*i.'\ 
pression  ci-dessus  de  l'ordonnée  y  n'est  qu'approximative  piiîsi|m;  1; 
valeur  prise  pour  p  n'est  pas  rigoureusement  exacte. 

Les  calculs  qui  précèdent  étant  elTectués,  on  obtient  éviilcinincul  h 
flèche  /"en  remplaçant  x,  dans  la  dernière  équation,  par  la  lon-iinir  I 
de  la  pièce. 

En  résumé  on  voit  que,  pour  déterminer  algébriquement  tn  roniic  di 
la  fibre  déformée  en  partant  de  la  connaissance  desforces  fléiliif^snuii's 
il  faut,  dans  le  cas  général  de  forces  réparties  d'une  manière  ruiiliiiiii> 
faire  quatre  intégrations  successives  : 

la  première  pour  avoir  l'effort  tranchant  Q, 

la  deuxième  pour  avoir  le  moment  flécliissant  M, 
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la  troisième  pour  avoir  l'inclinaison  f  de  la  fibre  moyenne  défor- 
mée, 

la  quatrième  pour  avoir  l'ordonnée  de  cette  fibre 
Nous  indùiuerons  tout  à  l'hernie  un  procédé  qui  permet  de  se  dispen- 
ser de  ces  deux  dernières.  ^ 

Comme  application  très  simple  du  mode  d'opérer  que  nous  venons 
d  exposer,  considérons  le  cas  d'une  poutre  de  section  constante  encastrée 
a  1  une  de  ses  extrémités  et  fléchie  à  l'autre  par  une  force  normale  P 
comme  dans  le  cas  du  paragraphe  44;  on  a  alors.  I  étant  constant  ainsi 
que  E  puisque  nous  supposons  toujours  que  la  pièce  est  homogène, 

les  constantes  d'intégration  étant  nuUes  puisqu'à  l'origine  H  on  a  ^  i=  o 
et  y  =  o.  *» 

Quant  à  lalflèche  f,  eUe  est  donnée  par  la  valeur  de  y  qui  correspond 
a  X  =  L;  par  conséquent 

E.  I./=|p.  L»-lp.L» 

^_  P.  L' 
'~8E.  I 

Dans  ce  cas  et  dans  quelques  autres  dont  nous  verrons  bientôt  des 
exemples  (§  71  et  suivants),  les  deux  intégrations  que  nous  venons  de 
faire  pour  passer  de  la  connaissance  du  moment  fléchissant  à  ceUe  de 
l'ordonnée  y,  ne  présentent  absolument  aucune  difficulté,  mais  il  n'en 
est  malheureusement  pas  de  même  dans  une  foule  de  circonstances; 
c'est  en  parlicuher  ce  qui  arrive,  même  avec  des  forces  disposées  d'une 
manière  très  simple,  lorsque  la  section  de  la  pièce  et  par  suite  le  mo- 
ment d'inertie  I  cessent  d'être  constants  d'une  extrémité  à  l'autre.  On 
peut  alors,  U  est  vrai,  effectuer  graphiquement  les  deux  intégrations  ci- 
dessus  en  ayant  recours  aux  procédés  de  quadrature  que  nous  avons 
mdiqué  au  paragraphe  50  pour  calculer  l'effort  tranchant  et  le  moment 
fléchissant,  mais  il  est  alors  infiniment  plus  simple  et  plus  praUque 
d'avoir  recours  à  la  solution  suivante  : 


Deuxième  procédé.  —  Nous  avons  vu  (§  55)  que,  dans  une  poulre  de 
seclion  conslanic  ou  variable  ifoumise  à  des  forces  normales,  on  a 

E.  1 

Calculons  au  moyen  de  celle  relation  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
P  pour  un  cerlain  nombre  de  points  de  la  fibre  moyenne  el  construi- 
sons, à  une  échelle  quelconque,  la  courbe  V  V  ayant  pour  abscisses  les 


^=^ 
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longueurs  successives  de  celle  fibre  et  pour  ordonnées  les  rayons  p.  Il 
esl  tlair  qu'à  cause  de  la  petilesse  des  déformations  nous  pouvons  ob- 
tenir d'une  façon  suffisamment  exacte  la  forme  de  la  fibre  moyenne  dé- 
formée en  la  traçant  de  proche  en  proche  au  moyen  d'une  si^rie  de 
petits  arcs  de  cercle,  de  2°  à  3'  par  exemple. 

Si  la  pièce  est  encastrée  à  l'une  de  ses  extrémités,  c'est  par  celte  der- 
nière qu'on  commencera  la  construction  en  prenant  HA  =:  po  el  en  décri- 
vant l'arc  de  cercle  lia;  on  relèvera  ensuite  sur  la  courbe  W  Tordonnée 
Si  correspondant  à  l'abscisse  11,01  =  Ha,  ce  qui  permettra  de  tracer  l'arc 
Je  cercle  ab  et  ainsi  de  suite. 

On  ne  connaît  pas  toujours  la  direction  du  premier  élément  de  la  fibre 
moyenne  déformée;  c'est  en  particulier  ce  qui  se  présente  pour  une 
pièce  reposanl  sur  deuxappuis.  On  trace  alors  à  part  la  fibre  en  question 
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ct  il  i;c-  i-L'sLt:  plus  qu'à  l'urieiiter  de  telle  façoD  qu'elle  satisfasse  aux 
données  du  problème,  par  exemple  qu'elle  passe,  dans  lliypoUièse  ci- 
dessus,  par  les  deux  appuis  fixes. 

Les  rayons  de  courbure  p  étant  généralement  très  grands,  ily  a  intérêt 
à  adopter  dans  le  tracé  précédent  deux  échelles,  l'une  pour  tes  abscisses, 
l'autre  de  dimensions  moindres  pour  les  ordonnées  el  par  suite  pour  les 
rayons  de  courbure  dont  la  direction  esirèmene  fait  jamais  qu'un  angle 
assez  faible  avec  l'axe  des  y.  Pour  que  cette  dernière  condition  soil  tou- 
jours remplie,  on  aura  soin  de  ne  pas  exagérer  plus  qu'il  n'est  nécessaire 
la  différence  des  deux  échelles. 

Au  lieu  d'avoir  recours  à  cet  artifice,  on  peut  calculer  la  longueur  des 
arcs  successifs  tels  que  bc  correspondant  à  l'angle  au  centre  a*  que  l'on 
a  adopté,  au  moyen  de  ta  relation 

bc=ÈXc  de  «•  =  p,  X  -^r 

Celte  longueur  se  portera  sur  une  direction  faisant  un  angle  de  a." 
avec  t'élémenl  précédent  ab,  après  quoi  on  opérera  de  même  pour  le 
suivant  cd  et  ainsi  de  suite. 


{  59.  —  ProportlonnaUté  des  flècbes  aux  forces  qui  les 
produisent. 


La  proportionnalité  des  flèches  aux  forces  qui  les  produisent  est  une 
conséquence  immédiate  du  principe  de  la  superposition  des  petites 
déformations  dont  nous  avons  parlé  précédemment  (§  7).  Si  en  effet  une 
force  P  donne  lieu  à  une  flèche  f,  une  seconde  force  P  appliquée  ensuite 
à  la  même  pièce  et  dans  les  mêmes  conditions  produira  son  effet  comme 
si  la  première  n'existait  pas  ;  de  là  résulte  une  flèche  S  /*  et  ainsi  de 
suite,  il  est  bien  clair  d'aiUeurs,  comme  nous  l'avons  dit,  que  ces  consi- 
dérations ne  soiit  applicables  que  dans  les  cas  où  l'addition  de  nouvelles 
forces  ne  change  en  rien  la  valeur  ou  les  bi'as  de  levier  des  précédentes 
ou  n'en  fait  pas  naitre  de  nouvelles.  Celte  dernière  circonstance  se  pré- 
senterait par  exemple  si,  en  se  déformant,  la  pièce  venait  porter  sur 
des  points  d'appui  avec  lesquels  elle  n'était  pas  précédemment  en 
f  on  lac  t. 


§  60.  —  Détermination  des  foroes  nécessaires  pour  faire 
prendre  &  une  pièce  donnée  une  forme  donnée. 


Une  pièce,  de  seclion  constante  ou  non,  étanl  donnée,  il  y  a  quelque- 
fois intérêt  à  savoir  quelles  forces  il  convient  de  lui  appliquer  pour 
qu'elle  prenne  une  forme  assignée  d'avance;  ce  problème  est  fatrile  à 
résoudre  en  s'appuyanl  sur  les  conaidéralions  développées  dans  les 
paragraphes  précédents.  Nous  avons  vu  en  effet  que,  pour  une  section 
transversale  quelconque  mn,  on  a  (§  55) 


M  = 


E.  I 


(■(pjalion  qui  donne  M  el  pennel  par  conséquent  de  construire  la  courbe 
'lis  Diomenls  fléchissants  puisque  I  est  connu  et  que  le  rayon  de  cour- 
bure p  peut  se  déterminer  sur  la  lig^ne  IIK. 

Connaissant  la  courbe  M,  on  peut  en  déduire  d'abord  celle  des  efforts 
iranchaots  Q,  puis  celle  des  force.s  appliquées  à  la  pièce;  c'est  le  pro- 
blème inverse  de  celui  que  nous  avons 
résolu  au  paragraphe  S6.  Nous  trace- 
rons donc  un  certain  nombre  de  tan- 
gentes à  la  ligne  M  et,  en  mesurant 
lenrs  coefficients  angulaires,  nous 
aurons  les  ordonnées  de  la  seconde 
raurbeQ;  en  opérant  de  même  sur 
«■tte  dernière,  nous  auroûs  celle  des 
forces  qui  satisfont  aux  conditions 
demandées. 

Dans  le  cas  particulier  où  il  s'agit 
de  courber  une  poutre  sur  un  gabarit 
circulaire  de  rayon  donné  p,  la  force  I'  qu'il  faut  appliquer  à  l'exlré- 
niilé  d'un  bras  de  levier  L  est  donnée  par  l'équation 


Fig    97 


P.   L 


.  E.I 


*i  Jonc  on  fait  fléchir  la  pièce  en  agissant  simplement  sur  son  estré- 
uiilé  libre,  la  force  P  augmente  et  lînit  même  par  devenir  infinie  à  mesure 
que  la  longueur  L  de  la  partie  non  courbée  va  en  diminuant  de  plus  en 

plus. 


\  'A.  —  PétortaatW  des  iIImi—Iimi  «m  «ott  aroir  une 

i  Imï  basent 


u:.-^  ï^rl.'îiLîe  -ia  pr^éiitfiil:  il  se  résout.  ctHume 


fni  iiful  ii--w  ainsi  (raî-ruler  le  momenl  d'inertie  l.  On  remarqnera  qu  a 
nn*;  tri>^fn'r  valfiir  I  cjn^-spon-leal  une  intînitê  de  seclions  satisfaisant  au 
prfibli-ifi»,'.  Si.  parmi  ces  dernières,  on  vent  prendre  celle  qui  correspond 
a  b  change  maximum  R  qu'on  peut  appliquer  en  toute  sécurité,  on  aura 
recouni  a  la  r»;iat;on 


équation  qui  dêlermine  n  et  par  conséquent  la  hauteur  de  la  section  dont 
on  connaît  déjà  le  moment  d'inertie. 


{  6i.  —  Applications  an  calcnl  des  pièces  supportant  nue 
charge  commune.  Poutres  superposées.  Poutres 
en  croix. 


On  rencontre  souvent  dans  la  pratique  des  pièces  qui  sont  disposées 
de  telle  façon  que  toute  flexion  de  l'une  a  pour  conséquence  forcée  une 
flexion  de  l'autre,  de  sorte  que  tout  effort  appliqué  à  la  première  agit  for- 
cément sur  la  seconde  en  se  répartissant  entre  elles  suivant  certaines 
proportions  (').  On  peut  se  poser  à  ce  sujet  de  nombreux  problèmes 
dont  nous  allons  examiner  rapidement  quelques  uns  en  supposant,  pour 

est  celui  dsa  Isnia  de  reuarl  mperposées  (§  213). 
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simplifier  les  explications,  que  les  flèches,  produites  par  exemple  parle 

i-'ontact  de  deux  pièces,  ont  des  valeurs  égales  pour  l'une  el  pour  l'autre. 
Il  est  d'ailleurs  toujours  convenu  que  nous  supposons  être  dans  les  cas 
011  le  principe  de  la  superposition  des  petites  déformations  est  applicable 
(§  7  et  59). 

I"  Un  certain  nombre  de  pièces  données  supportant  un  effort  commun 
P,  on  peut  se  demander  comment  ce  dernier  se  répartit  entre  elles.  Pour 
résoudre  ce  problème,  nous  déterminerons  soit  théoriquenienl  (§  00), 

soit  expérimentalement  quels  sont  les  poids  p,  p',p", qui,  sans  altérer 

rélasticité,  font  prendre  aux  pièces -des  flèches  égales;  d'après  ce  que 
nous  savons  (§  ;i9),  la  force  P  se  répartit  proportionnellement  aux  quan- 
tités p,  p',p'\ 

f  Soient  AD  el  CD  deux  poutres  superposées  pouvant  glisser  librement 
l'une  sur  l'autre  en  dehors  de  l'encastrement  S  S' et  supportant  un  effort 
commun  P  ;  proposons-nous  de  voir  dans  quelles  conditions  il  f;iul  les 


Fig.  08 

élablir  pour  qu'eUes  travaillent  aux  charges  maximum  R  el  R'  considérées 
■•omme  admissibles,  ou  à  telles  autres  qu'on  se  sera  fixé  d'avance.  Si 
l'on  considère  une  coupe  transversale  mn  faite  dans  les  deux  pièces  do 
section  constante  ou  variable,  on  a  pour  la  première 


a 


M.  V      E. I    c 
=  -!-  =  —•  ï  = 


E. 


el  pour  la  seconde 


Les  deux  fibres  moyennes  HK,  et  H'K' étant  peu  distantes  l'une  de 


l  Les  deux  fib 


§62 
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Taulre,  on  peut  admettre  qu'elles  ont  même  rayon  de  courbure  puisque 
les  deux  poutres  restent  en  contact;  on  a  donc 


E.  y 
R 


"    R' 

R  e; 

R»*  E 


V 

relation  qui  donne  le  rapport -r' 

Si  les  deux  pièces  sont  de  même  matière,  on  doit  évidemment  prendre 
R  :=.  IV  et  par  suite  v  -=.  v\ 

Dans  le  cas  où  les  lignes  des  fibres  moyennes  HK,  H'K'  sont  sembla- 
blement  situées  sur  chacune  des  deux  poutres,  la  condition  «  =  v*  revient 
à  dire  que  celles-ci  doivent  avoir  Tune  et  Tautre  la  même  hauteur  dans 
chaque  section  transversale,  pour  travailler  à  la  même  charge  maximum. 

3**  Considérons  le  cas  où  nous  avons  deux  poutres  en  croix,  de  section 
constanie,  encastrées  en  A  et  B  et  supportant  une  charge  totale  P  à  leur 
extrémité  commune  G  et  cherchons,  comme  tout  à  Theure,  comment  il 


X 


fProj  h'-  ) 


Fig.  99 


faut  les  proportionner  pour  que  les  sections  d'encastrement,  qui  sont 
évidemment  les  plus  fatiguées,  travaillent  aux  charges  R  et  R'  assignées 
d'avance.  La  force  P  se  répartit  en  deux  autres  p  etjp'  en  donnant  lieu  à 
des  flèches  égales  f  et  f\  de  sorte  que  (§  68) 


•^"SE.!""-^  ""8EM' 


Or,  on  a 


R=^  = 


R'  = 


I 


p.  L.v 

I 
y.  L'.  y' 
V 


: 


En  déduisant  de  ces  dernières  équations  les  valeurs  df  p  ci  de  p"  el  en 
les  poplant  dans  la  première,  on  obtient 


Telle  est  la  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  dftix  iiirces. 
Lorsque  ces  dernières  sont  de  même  matière,  celte  équation  se  réduit  à 


C                                                     1.1 

■ 

U                 ..  J 

7-\V) 

Dans  les  circonstances  qui  se  présentent  le  plus  souvcnl  ( 
tique,  les  deus  poutres,  au  lieu 
d'être  encastrées,  reposent  cha- 
cune par  leurs  ezlrémilés  sur 
deux  points  d'appui  et  sont  en 
contact  par  leur  milieu  commun. 
Comme  noua  le  verrons  bientôt, 
ce  cas  se  ramène  à  celui  de 
pièces    encastrées    au  point  U 

et  sollicitées  en  A,  B,  C,  D  par  rg.  iwi 

des  forces  égales  aux  réactions  des  points  d'appui,  c'eni  ii-dln:  ii  ^j/j  t>i 
;}  p'.  Ce  problème  se  ramène  donc  immédiatement  au  pr(.>cêdent. 

4°  Deux  séries  de  barres  horizontales  reposant  les  unes  sur  1rs  ,iiitn>s 
à  leurs  points  de  croisement  et  encastrées  en  AB  et  AG  foniLont  le  qua- 
drillage représenté  par  la  figure  101  ;  on  demande  quelli's  (iiiiieiisions  il 

faut  leur  donner  pour  que,  sous  l'action  des  forces  p,  p\ p^,  p', 

elles  IravaiUent  toutes  à  la  charge  maximum  R  coiisidLTL'ii  comme 
admissible. 

Pour  résoudre  ce  problème,  donnons-nous  le  rapport,  évidemment 
arbitraire,  suivant  lequel  nous  désirons  que  les  char^'os  _p,  p',....  se 
répartissent  entre  les  barres;  admettons  par  exemple  que  la  séiie  n'I 

2  1 

doive  en  supporter  les  5  et  l'autre  le  5.  Considérons  a  part  la  première 

soumise  à  l'action  des  forces^/),  ^p', iiP„-sP',> et,  apnjs  avoir 

tracé  les  courbes  des  efforts  tranchants  et  des  moments  flOrhissants 
(§  56),  déterminons  pour  chaque  section  le  rapport-  ;iii  moyen  de  la 
relation 

I      M 


ce  qui  donne  la  section  transversale  coDsîdérèe,  une  fois  qu'on  s'est 
fixé  arbitrairement  soit  tf,  soit  plutôt  ta  forme  qu'on  désire  adopter. 


Si  nous  déterminons  mainlenant  la  figure  qu'affectent,  après  leur 
déformation,  ces  mêmes  poutres  n"  i,  actuellement  conoues,  sous  l'in- 


fluence des  forces  s  p, 


%  58),  nqus  en  déduirons  immédiatement,  en 


faisant  les  coupes  %  a',  ^  ^', quelle  est  la  forme  que  doivent  pren- 
dre à  leur  tour  les  barres  de  la  deuxième  série  puisque,  par  hypothèse, 
il  y  a  toujours  contact  des  unes  avec  les  autres,  et  nous  nous  trouvons 
ainsi  amené  à  chercher  les  dimensions  qu'il  faut  donner  aui  pièces  n°  2 

1 
pour  que,  sous  l'action  des  forces  s  p, ,  elles  prennent  une  fonne 

donnée  ;  c'est  précisément  la  question  qui  a  été  traitée  au  paragraphe  61, 
de  sorte  que  le  problème  que  nous  nous  étions  posé  peut  être  consi- 
déré comme  résolu. 

En  terminant,  il  est  a  peine  besoin  d'^outer,  comme  tout  à  l'heure, 
que  le  cas  où  les  barres  reposent  par  leurs  extrémités  sur  deiu 
points  d'appui  se  ramène  à  celui  que  nous  venons  d'étudier,  pourra 

qu'on  ajoute  aux  forces  =  p, ~p celles  qui  sont  dues  aux 

réactions  des  appuis  et  qui  se  déduisent  de  la  connaissance  des  forces 
telles  que  nous  les  supposons  appliquées  à  chaque  barre  séparémenU 


-  Calcul  du  moment  d'Inertie  pour  les  surfaces 
géométriques  de  formes  simples. 


Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  surface  plane  de  Tonne  géométrique 
très  simple,  rectangle,  triangle,  cercle,  etc.,  on  commenrc  par  Ui'lpr- 
miner  la  position  en  hauteur  de  son 
centre  de  grarité  et  on  a  ainsi  la 
ligne  a  a.'  par  rapport  a  laquelle  il 
faut  calculer  le  moment  d'inertie  1 
qui  entre  dans  les  fonnules  de  la 
flexion.  En  adoptant  aa.'  pour  axe  des  ^B-  *•** 

X,  on  voit  que,  la  surface  d'un  élément  infinimeot  petit  étant  égale 
dx.  dy,  la  quantité  cherchée  a  pour  expression 


I  =:Jjy'.  dx.  ày  =  gj  ^'  *** 


en  inlégrant  entre  les  limites  convenables. 

Dans  un  certain  nombre  de  cas  simples,  l'intégration  précédente  s'ef- 
fectue sans  difficulté;  on  peut  d'ailleurs  souvent  la  simplifier  soit  en 
décomposant  la  surface  en  bandes  horizontales  ou  verticales,  en  trian- 
gles, etc.,  soil  en  ayant  recours  à  d'autres  artifices;  ce  sont  là  des 
recherches  analytiques  sur  lesquelles  nous  n'avons  pas  à  insister  ici. 
Nous  donnons  plus  lom  (%  70)  les  résultats  relatifs  aux  formes  les  plus 
usuelles. 


S  64.  —  Moment  d'Inertie  autour  d'une  droite  qnl  ne  passe 
pas  par  le  centre  de  gravité. 

Soit  I  le  moment  d'inertie  d'une  surfoce  quelconque  0  par  rapport  à 
une  droite  a  »'  qui  passe  par  son 
centre  de  gravité,  1'  le  même  moment 
par  rapport  ii  une  droite  parallèle  SS' 
distante  de  la  première  d'une  quan- 
tité D,  on  a  souvent  besoin  de  passer 

de  la  connaissance  de  l  à  celle   de     g 

r  ou  inversement;  nous  rappellerons  pi|.  108 


qu'il  suffit  pour  cela  de   faire    usage    de    la    relation    bien    connue 
!■  =  I  +  Û.  D- 


Elle  permet  d'obtenir  immédiatement  un  certain  nombre  des  résultats 
consignés  au  paragraphe  70. 


%  6S.  —  Calcul  du  moment  d'Inertie  pour  les  surfaces  planes 
déformes  quelconques. 


Si  la  surface  considérée  est  limitée  par  un  contour  curviligne  déforme 
plus  ou  moins  complexe,  on  peut  avoir  recours  au  mode  habituel  d'in- 
tégration graphique  pour  calculer 

l'expression  -sj  y'.dx  relative  à 

chacune  des  moitiés  de  la  surface  : 
â  cet    effet  on  partagera  la  lon- 
gueur totale  AB  en  un  certain  nom- 
^8-  tw  bre  de  parties  égales  et  on  mesu- 

rera les  ordonnées  y„  y„  ....  y»  correspondant  aux  points  de  division. 
On  aura  alors,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

2  =  1  f^^"—  %"  \2V')^+Vi*+ +V^'-t  +2y*'] 

1=1  a    Qvo'  +  y.'-f +l^^,-|-|y»-) 


a  étant  l'écarlement  de  deux  ordonnées  consécutives. 

Eu  égard  aux  formes  que  présentent  les  sections  transversales  des 
pièces  soumises  à  la  flexion,  il  est  presque  toujours  préférable  d'opérer 
d'une  autre  manière  et  d'avoir  recours,  suivant  les  cas,  à  l'un  ou  l'autre 
des  procédés  suivants  : 

1°  11  arrive  souvent  que   la  section   donnée  peut  être  considérée 

comme  étant  la  somme  ou  la  différence  de  surfaces  dont  on  connaît 

déjà  les  moments  d'inerlie;  il  vi^t  alors  évidenunent  d'sgouter  ou  de 

1  derniers  entre  euz  pour  avoir  l'expression  cherchée. 

i  a  lieu  pour  un  rectangle  creux,  un  anneau  circuliiire,  un 

BTj  et«-  La  même  circonstance  se  présente  pour  une  pou- 

B  de  cornières  comme  celle  qui  est  représentée  par  la 
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figure  105,  chacune  des  parties  siluée  d'un  côté  de  l'sxiî  a  x  peut  en 
effet  être  regardée  comme  étant  la  somme  des  rectangles  1,  2,  3,  i  dont 
nous  désignerons  les  largeurs  par  a„  a,,  a„  a^,  ce  qui  diniiic  pour  nio- 
menl  d'inertie  delà  portion  supérieure 


~   [a.  (A.î  -  k,^)  +  Oï  (À,»  ~  V)  +  «s  (A,» 


-h,^}  +  .<.,I,^ 


Une  formule  analogue  est  applicable  à  la  moitié  infoneure. 

Ces  exemples,  qu'il  est  inutile  de  multiplier,  raonlrenl  coranionl  on 
peut  opérer;  pour  un  cas  particulier  donné,  il  sera  d'ailleurs  souvent 


Flg.lDS 

préférable  de  calculer  immédiatement  les  valeurs  numLTiques  des 
diverses  parties  considérées  et  de  les  combiner  convenablenu'iil  oiilrt' 
elles  sans  établir  préalablement  une  formule  algébrique  analogue  à  celle 
qui  précède. 

¥  Dans  le  cas  de  fers  à  T  de  grandes  dimensions  un  <\f  pimlres  il'as- 
semblage  en  tôle  dans  lescpielles  l'épaisseur  des  semelk's  uL  de  ràiiiu 
est  généralement  faible  par  rapport  à  la  hauteur  totitle  de  la  pièce,  on 
a  souvent  une  approximation  bien  suffisante  en  adnicllanl  que  le  mo- 
ment d'inertie  de  chacun  des  rectangles  partiels  parnippurl  ii  uni'  ligin' 
telle  que  Cl)  est  égal  à  sa  surface  Û 

multipliée    par   le   carré  de  la    dis-         m\ --— —    ■■-   ;-, 

tance  A  mesurée  au  milieu  de  l'épais-  -^  \ 

seur  AB  ;  cela  revient  à  négliger  le  ! 

moment  d'inertie  du  rectangle  par  ■' 

rapport  à  la  parallèle  m  m'  qui  passe 

par  son  centre  de  gravité  de  sorte  "*  -  *~  ~  '* 

qu'on  a  ainsi  une  valeur  un  peu  trop  ^  -     "  ' 

faible  pour  I  et  par  suite  un  petit  excédant  de  so!idil<'ile  fninrui^vrela- 

livemcnl  aux  prévisions,  ce  qui  n'a  pas  d'inconvénii'iil. 


il 


ses 
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Quand  on  agit  ainsi,  il  convient  d'opérer  de  façon  à  obtenir  à  la  fois  la 
position  du  centre  de  gravitû  et  la  valeur  du  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  un  axe  passant  par  ce  dernier.  Voici  conunent  on  peut  disposer 


les  r,iili-iils  en   iiri>ii;Hil   puiir  ;ixe  provisoire  une  ligne  CC  passant   par 
cxcnipl"'  \y.\v  Ut  \i.iv\u-  iiif'''[kHir'L'  de  la  pièce. 


ll»«U>m 

surfaces 
Ici  McteDgies 

DislaDut 

des  milioux 
i  l'aw  ce 

Moments 
des  surfues 

MomenU 
d'inertie 

1 

il 

m 

IV  =  Il  X  m 

V 

VI  =  IV  X  V 

VII  =  VlxV 

l 

„ 

''1 

a,XJ. 

A. 

«,XÔ,XA, 

a.Xi.XV 

■', 

l'i 

«1  X  bt 

Al 

OïXSïXA, 

o,Xê,XV 

U 

8(imiin« 

Û 

S 

r 

offflciuiia  les  cal.'uls  qui  sont  indiqués  par  le  tableau  précé- 
ibUonl  àvidi'tumoiil  la  hauteur  0  du  centre  de  gravité  el  le 
iWtio  I  pur  riii>iioil a  l'axe  aa'  au  moyen  des  relations 

U.  D=:8 
=  ï  +  Q.  D' 


ce  qui  donne 


i  =  r-û.  D'  = 


3°  Un  mode  de  cakul  analogue  est  avantageusemenl  applicable  à  une 
surface  curviligne  quelLOiique  Voici  comment  on  peut  opérer:  on  par- 
lagc  la  hauteur  loUle  AB  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  ;  par 


rig.  108 
les  milieux  m  on  mène  des  horizontales  dont  on  mesure  les  longueurs 

a,,  a, et,  pour  plus  de  commodité,  on  fait  passer  l'axe  provisoire  CC 

par  le  dernier  de  ces  pointa  m.  Appelons  b  la  hauteur  de  chacune  des 
bandes  horizontales  indiquées  par  des  hachures;  l'une  d'elles,  la  troisième 
par  exemple,  peut  être  considérée  comme  ayant  a,  x  6  pour  surface, 
(a,  X  fi)  X  2  fe  pour  moment  par  rapport  à  CC  et  (a,  x  6)  X  (2  b)'  pour 
moment  d'inertie.  On  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 


1 

Surbus    d> 
l[ 

iBies 

Mulliplicalenn 

m 

UooienU 

das  surbcw  dirais 

par*i 

IV  =  H  X  UI 

Uomenls  d'inertlu 
diTÎsés  par  i' 

V  =  IV  X  m 

1 

"i 

0 

0 

0 

2 

"1 

1 

a,  XI 

at  X  1' 

3 

' 

2 

aaX2 

aj  X2' 

Sommes 

S' 

S 

r 

i 


On  a  alors,  en  appelant  Q  la  surface  totale  et  D  la  distance  de   son 
centre  de  gravité  à  l'axe  CC, 

û  =  S".  * 

0.  D  =:  S.  6' 

r.  6»=:I  +  Û.  D' 


■>  =  !■' 

x=(r-|;). 

Nous  ajouterons  que,  si  la  section  donnée  est  symétrique  non  seule- 
ment par  rapport  au  plan  qui  contient  les  forces,  mais  encore  par  rapport 
à  une  droite  horizontale  m',  c'est  celle  dernière  qu'il  faut  immêdiale- 


fie.  wj 

ment  prendre  pour  axe  définitif  des  moments;  on  ne  fera  les  calculsque 
pour  l'une  des  moitiés  K  de  la  surface  et  on  aura  le  moment  d'inertie 
clipriiié  1  en  doublant  le  résultat  obtenu.  C'est  ainsi  que,  pour  une 
poulre  symétrique  â  double  T,  on  a,  dans  les  conditions  d'approximation 
qui  ont  été  définies  plus  liaul, 

I  =  2  û.  ft« 
U  étant  la  surface  de  cliacune  des  semelles. 


-  Avantage  des  sections  évidèes. 


Lorsqu'une  poutre  est  fléchie,  ce  sont,  dans  chaque  section  transver- 
sale, les  parties  les  plus  éloignées  du  centre  qui  agissent  de  la  manière 
la  plus  énergique  pour  s'opposer  aux  efforts  de  traction  et  de  compres- 
sion provenant  du  fait  même  de  la  flexion;  or,  comme  ce  sont  ces  der- 


I 
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uit'ra  efforts  dont  le  rôle  est  de  beaucoup  le  plus  importanl  dès  que  le 
bras  de  levier  des  forces  exU'riiiupes  en  jeu  a  une  valeur  IloLal)ll^  il 
j'ensuil  qu'on  a  intérêt  à  reporler  la  matière  le  plus  loin  possible  de  l;i 
partie  centrale.  De  lâ  provient  l'avantage  considérable  que  piiisentenL 
sous  ce  rapport  les  pièces  dont  l'àme  est  évidée,  telles  que  les  t'.ylindres 
à  section  annulaire,  les  poutres  creuses,  les  cornières,  les  fers  ;l  T,  eU-..; 
c'est  nussi  l'une  des  raisons  pour  lesquelles  une  conslruL'tiuii  en  fvv 
peut,  â  poids  égal,  être  beaucoup  plus  résistante  que  sielloiOiiil  ejibois; 
il  est  en  effet  possible  d'y  répartir  la  matière  d'une  façon  beaucoup  plus 
avantageuse  au  point  de  vue  de  la  flexion,  en  faisant  usaj-'f  de  pièces 
lividées  dont  la  fabrication  est  devenue  courante  depuis  lonyii;)'ip^*daiis 
les  usines  métallurgiques.  Il  ne  faut  pas  cependant  aller  trop  loin  dans 
ci'tie  voie  sous  peine  de  voir  se  produire  soit  uncisaillemenl  diius  l'àmi', 
soit  un  déversement  général  de  la  poutre;  nous  nous  somuuïs  luo^'ue- 
iiient  étendu  sur  le  premier  poinl  en  parlant  de  l'effort  trant'liant  cl  du 
L'Iissement  longitudinal  et  nous  avons  donné  les  règles  praliniics  rela- 
livesà  ce  sujet(5  30  etM);  quant  au  second  nous  allons  le  Irailer soiii- 
mairemenl  tout  â  l'iieure  (§  69). 


§  61.  —  Emploi  de  sections  non  symétriques. 


Si  l'on  considère  une  pièce  dont  la  section  transversale 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  a«'  qui  passe  par  son  cenlrc  i! 
les  charges  maximum  R  et  U'  des  fibres  qui  travaillent  le 
données,  comme  nous  le  savons,  par 
Ips  relations 


Fonln  npounl  > 


B: 


{Traction,  en  AA'J 
(compresaion.en  BBI 


Con- 


li'        '■•  Fig.   IRi 

Supposons  iiue  nous  ayons  affaire  à  une  pièce  de  fonte;  nuus  avons 
vu  que  ce  métal  résiste  beaucoup  mieux  à  la  compression  (jii'à  la  Irac- 
lion  el  nous  avons  admis  que,  dans  les  circonstances  ordinaires,  les 
('Larges  par  millimètre  carré  qu'on  peut  lui  appliquer  avec  seciu'ité  soni 
n-spectivement  de  12  kg.  et  de  3  kg.  (§  33  et  28)  ;  si  donc  on  vciil  pruti- 
ler,  aussi  bien  dans  la  partie  étendue  AA'  que  dans  la  partie  comprimée 


BB',  de  toute  la  latitude  que  permet  l'emploi  de  cette  matière,  il  faut 
évidemment  faire  en  sorte  qu'on  ait 


On  est  ainsi  conduit  à  l'emploi  de  sections  dont  le  profil  n'est  pas 
symùlrique  par  rapport  à  l'axe*»'.  C'est  effectivement  cette  solution  qui 
est  en  général  adoptée  pour  les  poutres  en  fonte  destinées  aux  con- 
structions et  aux  grands  travaux  d'art;  mais,  dans  la  pratique,  on  consi- 
dère comme  à  peu  près  impossible  d'aller  jusqu'à  la  limite  ~  ^  i  parce 

que  alors,  sous  l'influence  des  différences  considérables  d'épaisseur  de 
matière,  il  se  produirait  des  retraits  très  inégaux  et  des  tensions  inté- 
rieures susceptibles  de  compromellre  la  solidité  des  pièces;  on  serait  en 
outre  très  exposé  à  voir  la  partie  comprimée  se  gauchir  et  se  déverser 
latéralemenl  par  suite  de  son  peu  d'épaisseur.  Pour  ces  divers  motifs  on 

se  borne  le  plus  souvent  à  disposer  les  choses  de  façon  qu'on  ait  -.  =  5 

comme  on  le  voit  danslaflgurelll 


'■■ul<-', 


qui  représente  un  type  de  poulre 
qui  a  été  avantageusement  employé 
pour  des  planchers  métalliques 
supportant  des  voûtes  en  briques 
qui  reposaient  sur  les  faces  incli- 
nées D  et  D'. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'a- 
gisse d'un  corps    pour  lequel  les 
charges  de  sécurité  admises  dans 
la  pratique  soient  les  mêmes  pour 
la    traction    et    la    compression, 
comme  cela  a  lieu  pour  les  métaui 
autres  que  la  fonte;  on  voit  que, 
si    l'on   np   doit   jamais    dépasser  les   points    en    question,    il   y  a 
intérêt  à  avoir  ii=:ii',  c'est-à-dire  à  faire  usage  de  sections  sjTnétriques 
telles  que  celles  de  fers  à  double  T  à  semelles  égales.  La  même  conclu- 
sion subsiste  encore  si  l'on  fait  travailler  le  corps  jusqu'à  sa  limite  d'éla- 
sticité, car  les  rliarges  par  millimètre  carré  qui  commencent  à  altérer 
celte  dernière  diffèrent  peu  dans  la  pratique  l'une  de  l'autre.  Ces  remar- 
ques font  comprendre  pourquoi  on  préfère  en  général  des  sections  symé- 
triques pour  les  poutres  faites  avec  un  métal  autre  que  la  fonte;  celle 


Fig.  m 
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maniêre  de  voir  n'est  pas  cependant  universellement  adoptée  :  an  cer- 
laiii  nombre  d'ingénieurs  en  effet,  se  basant  sur  ce  fait  que  les  charges 
ieruplureà  la  traction  et  à  la  compression  diffèrent  souvent  ttes  noLa- 
blemenl  l'nne  de  l'autre  (34  kg.  elîîS  kg.  par  exemple  pour  le  fpr),  ont 
préconisé  l'emploi  de  pièces  à  sections  non  symétriques.  De  nombreuses 
eipériences  ont  été  entreprises  à  ce  sujet,  mais  leurs  résultats  sont  loin 
d'être  bien  concordants  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  étonner  quand  on 
songe  combien  les  phénomènes  de  rupture  par  flexion  sont  compliqués 
non  seulement  par  eux-mêmes  {§  1 35),  mais  encore  par  les  circonstances 
accessoires  de  gauchissement  ou  de  déversement  latéral  qui  viennent 
ST  adjoindre  et  qui  varient  d'un  cas  à  l'antre  suivant  la  nature  et  la  dis- 
position des  liaisons  qui  unissent  la  pièce  considérée  au  reste  de  la 
ironsbTiclion.  On  ne  doit  pas  d'ailleurs  perdre  de  vue  ce  fait  capital 
loe  nous  avons  déjà  signalé  (§  17),  à  savoir  que  nos  formules  de 
FIùsLilance  deviennent  absolument  inapplicables  à  partir  du  point  où 
rélaaticilé  est  altérée;  comme  il  importe  essentiellement  que  ce  dernier 
point  ne  soit  pas  dépassé  au  moins  dans  les  constructions  qui  n'ont  pas 
m  caraclère  temporaire,  nous  voyons  donc  qu'en  général  l'emploi  de 
poatrea  a  sections  symétriques  se  trouve  tout  naturellement  indiqué 
pour  les  métaux  autres  que  la  fonte. 


{6S.  —  Effet  prodntt  dans  certains  cas  par  une  troncature. 


D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  on  pourrait  croire  qu'il  y  a 
toujours  intérêt  à  ajouter  à  un  corps  travaillant  par  flexion  de  nouvelle 
matière  plus  éloignée  de  l'axe  que  celle  qui 

eiiste  déjà,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'il  ^,  ^ 

P^ut  ne  pas  en  être  ainsi.  Si  l'on  considère 
par  exemple  la  section  représentée  par  le 
uM  de  la  figure  H2  et  si  on  lui  ajoute  deux  j|_  p 
lames  minces  A  etB,  on  voit  que  le  moment 
(l'inertie  1  n'est  accru  que  d'une  faible  quan- 
tité tandis  que  la  distance  v  augmente 
considérablement;  le  rapport  -    se  trouve  ^'B-  ''^ 

'Jonc  alors  sensiblement  diminué.  II  résulte 
^t  là  que,  si  l'on  veut  qu'en  aucun  point  de  la  pièce  la  charge  par  mil- 

Emétre  carré  R  =  M.  t  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  on  ne  pourra 
pas,  après  l'addition  des  appendices  A  et  B,  lui  faire  supporter  un  effort 


^  - 
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aussi  grand  qu'auparavant;  or  le  but  que  nous  nous  proposons  dans 
toutes  nos  études,  pour  éviter  une  rupture  immédiate  ou  éloignée,  est 
de  faire  en  sorte  qu'il  n'y  ait  dans  les  corps  aucun  point  où  la  limite 
d'élasticité  soit  dépassée  (§  16);  nous  voyons  donc  que  la  section  n"  i 
doit,  à  ce  point  de  vue,  être  considérée  comme  inférieure  à  l'autre  ou, 
en  d'autres  termes,  qu'une  troncature  peut  parfois  augmenter  la  valeur 
de  l'effort  maximum  qu'on  peut,  sans  inconvénient,  faire  supporter  à  la 

pièce  (*). 
La  proposition  que  nous  venons  d'énon- 
^^         ""^^  cer  n'est  pas  limitée  aux  seuls  cas  où  les 

\  surfaces  considérées  ont  une  forme  aussi  in- 

\  solite  que  celle  sur  laquelle  nous  venons  de 

«!- " -a      raisonner  ;  son  exactitude  théorique  subsiste 

\  y  encore  dans  un  grand  nombre  de  circonstan- 

\  /  ces  où  la  section  en  question  ne  se  termine 

;-_         .^^  point  par  des  extrémités  minces  ou  aiguës 

comme  tout  à  l'heure.  Pour  un  cercle  par 

exemple,  on  trouve  que  des  troncatures  MN, 

98  i 

M'N*  distantes  entre  elles  des  ttwt  du  diamètre  augmentent  le  quotient  - 

1 

de  7TT  environ  (')  ;  mais,  dans  ce  cas  ainsi  d'ailleurs  que  'dans  ceux  qui 

se  présentent   avec  les  formes  usuelles  de  sections,  l'augmentation 

qu'éprouve  parfois  le  rapport  -  est  trop  faible  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en 

tenir  compte  dans  la  pratique;  il  suffit  seulement  d'être  éclairé  à  l'avance 
sur  ce  point  singulier  de  la  Résistance  des  matériaux. 


§  69.  —  Gauchissement  des  pièces  soumises  &  des  efforts 

de  flexion. 

Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  les  forces  fléchissantes 
qui  sollicitent  une  pièce  sont  situées  dans  le  plan  de  symétrie  de  celle 

(1)  Cela  ne  veat  pas  dire  que  la  rupture  de  la  pièce  n«  2  se  produira  sons  nue  eharge 
moindre  que  pour  le  n*  1  ;  c'est  môme  le  contraire  qui  a  généralement  lieu  parce  que  les  sppeQ- 
diees  A  et  B,  quoique  ayant  dépassé  et  de  beaucoup  la  limite  d'élasticité,  résistent  cependant  encore 
dans  une  certaine  mesure  ;  mais  il  n'en  est  pas  moins  yrai  de  dire  que,  dans  une  eonstraeUon 
d'une  nature  durable,  il  eonyient  de  ne  dépasser  en  aucun  point  la  limite  en  question.  Dtos 
la  pratique  il  est  arriyé  plus  d'une  fois  que  des  nerrures  analogues  à  A  et  à  B  se  sont  brisées 
sous  une  charge  bien  inférieure  à  celle  que  pouTait  supporter  sans  inconyénient  la  pièce  munie  de 
ces  appendices,  et  on  a  alors  purement  et  simplement  pris  le  parti  d'enlOTer  ces  derniers  afin  de 
de  pas  aToir,  dans  une  construction  ou  un  ensemble  mécanique,  une  pièce  présentant  des  com- 
mencements de  fracture. 
(2)  Voir  la  HHi$ianùe  des  corps  soUdes,  par  NaTier  et  de  Saint-Veoant,  p.  9i. 
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dernière  ;  mais,  lors  même  qu'on  s'est  efforcé  de  réaliser  cette  condi- 
tion, il  arrive  souvent  qu'elle  n'est  pas  rigoureusement  remplie  dans  la 
pratique  soit  par  suite  d'une  circonstance  accidentelle,  soit  à  cause  des 
vibrations  auxqueUes  l'ensemble  du  système  est  exposé  et  qui  sont 
susceptibles  de  [faire  sortir  momentanément  du  plan  de  symétrie  les 
points  d'application  des  forces,  soit  enfin  en  raison  même  dumode  d'exécu- 
tion de  l'ouvrage  et  des  efforts  intérieurs  qui  s'y  développent  Considé- 
rons par  exemple  deux  grandes  poutres  de  pont  A  et  B  reliées  par  des 


-> 


Fig.  tu 

pièces  transversales  CD  auxquelles  sont  appliquées  les  charges  :  sous 
i'aclion  de  ces  dernières,  les  pièces  CD  fléchissent  de  sorte  que  leur 
point  de  contact  avec  les  semelles  Inférieures  se  trouve  alors  situé  à  une 
certaine  distance  de  l'âme,  comme  on  le  voit  sur  la  figure  Hi.  Sous 
l'influence  des  forces  excentrées  P,  chacune  des  poutres  A  et  lî  tend 
i  fléchir  dans  le  sens  des  flèches  <f  et,  si  des  dispositions  spéciales  n'ont 
pas  été  prises  pour  résister  à  ce  moment  gauchissant,  il  se  produit  un 
déversement  qui  est  parfois  assez  prononcé  pour  entraîner  la  chute  do 
lout  le  système.  Pour  des  pièces  de  faibles  dimensions,  cornières,  fers 
àT,  etc.,  cet  effet  n'est  presque  jamais  à  craindre  à  cause  du  peu  de 
hauteur  de  l'âme  et  de  ses  dimensions  relativement  fortes  ;  mais  comme 
l'espérience  l'a  prouvé  plus  d'une  fois,  il  cesse  d'en  être  de  même  avec 
les  poutres  d'assemblage  en  tôle  employées  dans  les  grands  ouwages 
d'art.  Pour  résister  au  moment  gauchissant  f,  il  faut  alors,  soit  réunir 
les  semelles  supérieures  E  et  F  par  des  pièces  horizontales  fonnanl 
foninventement  et  les  maintenant,  à  une  distance  constante,  soit  munir 
les  âmes  verticales  d'armatures  (cornières  ou  fers  à  T)  assemblées 
avec  les  pièces  transversales  CD  et  assez  vigoureuses  pour  résister 
Wï  efforts  de  déversement  dont  nous  venons  de  parier.  On  trouvera 
à  ce  sujet  des  considérations  détaillées  dans  une  étude  intéressante 
de  M.  Périsse  qui  donne  en  même  temps  des  formules  pratiques  rela- 
tives au  calcul  de  ces  divers  genres  de  consohdations  (').  Ce  même 


J'I' 


i  gmebiHaDant  des  pontrei  dw  ponts  «a  f«r  arec  ulenl  dei  contraTentemerita  pu 
PèriMd.  Voir  uiwi,  mr  e«  même  lujel.  Im  Comptât  Aondui  dt  l'Àcadémit  dm  Science» 
Mtr«  1880,  p.  U13  et  l"  wmeitn  tSBl,  p.  9J8. 
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ingénieur  a  également  signalé  la  tendance  au  gauchissement  résultanl 
de  la  compression  qui,  par  le  fait  même  de  la  flexion,  se  produit  dans 
les  semelles  supérieures  E,  F  soumises  à  des  efforts  de  compres- 
sion :  il  est  bien  clair  que  celles-ci  se  trouvent  dans  des  conditions 
assez  analogues  à  celles  qui  se  présentent  pour  les  pièces  chargées 
debout  et  qu'il  y  a  lieu,  comme  pour  ces  dernières,  de  ne  pas  dépasser 
la  limite  à  partir  de  laqueDe  commencerait  à  se  produire  une  flexion 
dangereuse.  Des  comparaisons  faites  avec  des  ouvrages  existants  et 
ayant  fait  sous  ce  rapport  leurs  preuves  de  solidité  permettront  de  se 
mettre,  à  cet  égard,  dans  de  bonnes  conditions  et  de  donner  à  Fouvrage 
toute  la  rigidité  transversale  qui  est  nécessaire. 


§  70.  -  Valeurs  des  moments  d'Inertie  de  diverses  surfaces. 


Le  tableau  suivant  fait  connaître,  pour  les  sections  les  plus  usuelles, 
la  surface  S,  la  position  du  centre  de  gravité  définie  par  la  distance  p, 

le  moment  d'inertie  et  le  rapport  -  ;  on  remarquera  que,  dans  certains 

cas,  nous  donnons  les  valeurs  de  I  relatives  non  seulement  à  un  axe  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité,  mais  encore  à  une  autre  ligne  parallèle;  cela 
a  pour  but  de  permettre  de  calculer  facilement  les  moments  d'inertie  de 
certaines  surfaces  qu'on  est  conduit  à  décomposer,  comme  nous  Tavons 
dit,  en  plusieurs  autres  de  formes  plus  simples.  On  passe,  d'ailleurs, 
facilement  de  Tune  de  ces  expressions  à  l'autre  en  se  basant  sur  la 
relation  indiquée  au  paragraphe  64. 

Pour  les  cornières,  les  fers  à  T  et  les  autres  fers  profilés  d'un  usage 
courant,  on  trouve  presque  toujours  maintenant  dans  le  catalogue  de 
chaque  usine  le  poids  par  mètre  courant,  ainsi  que  les  valeurs  de  v, 

de  I  et  de  -  calculées  pour  les  profils  les  plus  employés  ;  ce  sont  celles 

qu'on  devra  employer  sauf  à  avoir  recours,  pour  une  première  étude, 
aux  formules  approchées  dans  lesquelles  on  néglige  le  moment  d'inertie 
de  l'àme  et  où  on  suppose  la  matière  de  chaque  semelle  concentrée  en 
son  centre  de  gravité,  ce  qui  revient  à  laisser  également  de  côté  son 
moment  d'inertie  propre  pris  par  rapport  à  un  axe  parallèle  passant  par 
ce  dernier  point» 
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11  importe  essentiellement  de  remarquer  que  les  formules  données 
jusquici  pour  la  flexion  n'ont  été  établies  que  pour  des  pièces  sjinétri- 
ques  par  rapport  à  un  plan  qui  contient  les  forces  fléchîssantiis  et  ne 
s'appliquent  pas,  par  conséquent,  â  lous  les  profils  compris  dans  ceux 
qui  sont  figurés  plus  haut.  On  verra  plus  tard  (§  87)  ce  qu'il  convient 
de  faire  quand  celte  condition  de  symétrie  n'est  pas  remplie. 


t 


ÉTDDB  DE  DIVERS  CAS  PABTI0ULIER8 
UUTIF8  A  LA  FLEXION  PLANS  DES  PIÈGES  DROITES. 

U  y  ■  un  cerlain  nombre  do  cas  parliculiers  qui  sont  relatifs  à  la 
flexion  des  pièces  droites  l>1  qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  la 
pratique;  nous  allons  nous  occuper  de  leur  étude  et  faire  connaître  les 
ivsullaU  relatifs  à  chacun  d'eux.  Ce  ne  sont  d'ailleurs  que  des  applica- 
tions des  théories  généraient  qui  ont  été  exposées  précédemment  et  qui 
nous  ont  permis  d'établir  les  équations  suivantes  (§  Nt) . 

1°  p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  fibre  moyenne  déformée  dans 
une  section  transversale  uù  le  moment  fléchissant  est  égal  à  M,  on  a 


2*  La  charge  par  millinu'ti'e  carré  de  la  fibre  la  plus  chargée  de  cette 
même  section  est  donnée  par  la  relation 


3"  L'équation  différentielle  do  la  fibre  moyenne  déformée  est  (§  58) 


Ces  relations  ont  été  établies,  comme  nous  le  savons,  sans  qu'il  fût 
e  de  supposer  que  la  section  de  la  pièce  est  constante  sur 
■  longueur. 


Pièce  encastrée  &  une  extrémité  et  fléchie  par  | 

un  oonple. 


E.  I. 


dx* 


=  M 


ëludiê  ce  eus  (§  43)  et  nous  avons  trouvé  que  le 
en  un  point  quelconque  est  donné  par  la  relation 


Moment  fléchiitant  =  U 


el  que  la  plus  grande  charge  R  se  déduit  de  i'équalion 

RI     « 


Si  la  pièce  a  une  section  constante,  elle  se  courbe  alors  en  arc  de  cer- 
cle et  la  charge  R  a  la  même  valeur  dans  toutes  les  sections. 
II  ne  nous  reste  qu'à  calculer  la  fièche  ;  remarquons  pour  cela  qu'on  a 


ou  approximativement  (§  S8) 


■â=« 


ce  qui  donne  en  intégrant  deux  fois,  I  étant  supposé  constant. 


E.  I.  y  = 


Faisons  maintenant  dans  cette  équation  x  ^h,  ce  qui  correspond  à 
y^f;  nous  avons 


B.  I./=|M.  L« 
/  = 


M.  L' 

"  TWTl 


%  73.  —Pièce  encastrée  à  une  extrémité  et  chargée  &  l'antre 
d'un  poids  P. 


Ce  casa  été  déjà  traité  en  détail  (§43  et  58),  nous  nous  bornerons  donc 
à  rappeler  les  résultats  que  nous  avops  obtenus  ;  P  étant  la  force  nor- 
male appliquée  à  la  pièce  de  longueur  L,  le  moment  fléchissant  dans  une 
section  transversale  quelconque  mn  est  P.  (L  —a:).  Il  est  nul  en  K  et  maxi- 
mum à  l'encastrement  ;  la  courbe  des  moments  fléchissants  est  une  droite 
KG  teUequeHG  =  P.L. 


L'effort  tranchant  est  constant  et  égal  à  P;  il  est  représenté  par  l'hori- 
zontale UV  teUe  que  KU  =  P  ('). 
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Fig.  115 

La  charge  par  millimètre  carré  H  de  la  âbre  la  plus  chargée  de  la  sec- 
tion mn  et  le  oyon  de  courbure  p  de  la  fibre  moyenne  déformée  sont 
donnés  par  les  formules 

— —  ^  Moment  âéchissuit  :=  P.  (L  —  *) 

— '—^  Moment  fléchissant  =  P.  (L  —  x) 
P 

et  l'équation  difTérentielle  de  cette  même  fibre  est 

E.  I.  ^  =  Moment  fléchissuit  =  P.  (L  —  i) 

Dans  le  cas  particulier  où  la  pièce  a  une  section  constante  sur  toute  sa 
longueur,  la  charge  est  maximum  à  l'encastrement  pour  lequel  on  a 


5il 
R  = 


=  P.  L 

P.L.P 
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73 


et,  dans  la  même  hypothèse,  réquation  de  la  fibre  moyenne  déformée 
est  (§  58) 

E.  I.y=î  P,  L.  .r«  — ip.aî3 
ce  qui  conduit,  pour  la  flèche,  à  la  valeur 


/  = 


8E.I 


$  73.  —  Pièce  encastrée  &  une  extrémité  et  uniformément 

chargée. 


Soit  p  la  valeur  par  millimètre  courant  du  poids  uniformément  réparti; 


-X 


Fig.  116 


une  section  transversale  quelconque  mn  supporte  un  moment  fléchissant 
égala 

M  =i;.  (L  -  a;)  X  |(L~  ap)  -  Ip.  (L  -.«)• 

et  un  effort  tranchant  égal  à 


Q=iî.  (L-o:) 
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La  courbe  des  moments  fléchissants  est  une  parabole  KG  ;  celle  des 
efforts  tranchants  est  une  droite  KU  et  on  a 

HG=ji).L«  RU=p.h 


En  un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne 


—  -  gp.  (L  -  xy 


et  l'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée  est  : 


^'^•2=\p(^-'y 


Enfin,  la  charge  R  de  la  fibre  la  plus  fatiguée  de  la  section  transver- 
sale mn  est  donnée  par  l'équation 

R.     1  1  y.T  va 

—  =gl>.  (L-o^)- 

Dans  le  cas  particulier  où  la  pièce  a  une  section  constante  sur  toute 

sa  longueur,  le  point  le  plus  chargé  est  situé  à  l'encastrement  pour 

lequel 

B^I       1 

V 


=  ip-  L- 


L'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée  est  alors 


î2-i||  =  l'-(i'— )* 


En  intégrant  deux  fois,  on  a,  puisque  1  est  constant  par  hypothèse, 

La  flèche  f  s'obtiendra  en  faisant  x=L  dans  cette  équation,"  ce  qui 
donne 

•^■"SE.I 
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§74 


Il  est  à  remarquer  que,  si  le  poids  total  p.L,  au  lieu  d'être  unifor- 
mément réparti,  était  concentré  à  l'extrémité  libre  de  la  pièce,  la  flèche 

serait  égale  à  ^^rr»  c'est-à-dire  qu'elle  serait  plus  grande  que  dans  le 
cas  actuel  dans  le  rapport  de  8  à  3. 


§  74.  —   Pièce  reposant  snr  deux  appnls  de  niveau  et 

chargée  d'un  poids  P. 


La  poutre  étant  supposée  reposer  sur  deux  arêtes  ou  couteaux  hori- 
zontaux situés  à  la  même  hauteur  et  n'éprouver,  comme  toujours,  que 
de  faibles  déformations,  les  réactions  exercées  par  les  appuis  ont  une 
direction  qui  est  à  très  peu  près  verticale  et  que  nous  pouvons,  sans 
erreur  sensible,  regarder  comme  telle.  D'après  la  statique  ces  réactions 

sont  égales  à  P. =■  et  P. r  . 

La  pièce  étant  prise  avec  la  déformation  qu'elle  éprouve  sous  l'action 


ng.  117 


de  la  force  P,  on  peut  évidemment  la  considérer  comme  encastrée 
en  un  point  quelconque  de  sa  longueur  et  en  particulier  dans  la 
section    transversale  où  est  appliquée  P;  on  se  trouve  ainsi  ramené 


»7* 


-170- 


aiix  deux  problèmes  suivants  dont  la  soIuUod  a  été  donnée  précédem- 
ment (S  72)  : 
1*  Pièce  CB  encastrée  en  C   et  supportant  à  son  extrémité     une 


CA   encastrée   en  C  el  supportant  à  son   extrémité    une 


Traçons  la  courbe   des  moments 
fiéchissants  :  de  B  en  C  c'est   une 

ligne  droite  BD  telle  que  KD=P.  —^ 

de  A  en  K,  c'est  la  droite  AD.  Quant  à 
l'effort  tranchant,  il  est  représenté  par 
les  horizontales  UV  et  VU'  qui  sont 
tracées  l'une  au-dessous,  l'autre  au- 
dessus  de  AB  (§  46).  Nous  avons 
ainsi  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour 
calculer  la  charge  maximum  R  en 
'*■  un  point  quelconque   de  la  pièce  et 

par  suite  les  dimensions  de  cette  dernière. 
Si  nous  voulons  liouver  l'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée, 

noua  aurons  retours  aux  deux  relations  suivantes  : 


!.Sî, 
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$74 


En  intégrant  deux  fois  chacune  de  ces  équations,  nous  introduirons 
quatre  constantes  qui  se  détermineront  en  considérant  : 

1°  que,  pour  a:=o,  î/=o  pour  le  tronçon  AC, 

2°  que,  pour  aj^o-t-6,  y=o  pour  le  tronçon  CB, 

3"  que,  pour  x^b,  les  valeurs  de  y  doivent  être  les  mêmes  pour  les 
deux  tronçons, 

4°  que,  pour  x=b,  les  valeurs  de  -2  doivent  être  les  mêmes. 

Connaissant  les  quatre  constantes,  nous  en  déduirons  l'équalion  delà 
fibre  moyenne  déformée  et  par 
suite  la  Qècbe  en  un  point  quel- 
conque. Dans  la  pratique,  il 
sera  presque  toujours  préférable 
d'avoir  recours,  pour  cette  der- 
nière détermination,  au  tracé 
graphique  que  nous  avons  indi- 
qué au  paragraphe  58. 

Si  la  chaîne  P  se  déplace  de 
A  en  B,  le  point  D  qui  corres- 
pond au  moment  de  flexion 
maximum  décrit  une  parabole 
ADB  ;  on  a  en  efTet 


KD  =  P. 


^+1' 


a(a-Hi-a) 


ou,  en  posant  a-i-&=:L 


;st-;i-dirR 

quand  la  charge  est  appliquée  au  milieu  de  la  pièce.  Si,  dans  ce  cas 
particulier,  on  suppose  en  outre  que  la  poutre  à  une  section  conslJtiilf, 
la  flèche  f  est  donnée  par  la  relation  suivante  ($  72) 


SE.  I    - 


P.  L- 
iTETl 


§  75.  —  Pièce  reposant  but  deux  appnls  de  nivofta  et 
uniformément  chargée. 


Soit  p  la  valeur  de  la  charge  par  millimèlre  courant,  de  sorte  que  le 
poids  total  est  p.  U  Chaque  appui  donne  alors  lieu  à  une  réaction  ^p.L, 


et  la  poutre  prend  une  forme  qui  est  symétrique  par  rapport  à  la  verti- 
cale passant  en  son  milieu. 

Le  moment  fléchissant  dans  une  section  tranversale  quelconque  située 
à  une  distance  x  du  point  A  est  égal  à 


Il  est  donc  mesuré  par  les  ordonnées  de  la  parabole  ADB  qui  a  son 
sommet  en  D  et  l'on  a  KD=  —  gP-t'- 
L'effort  tranchant  dans  la  même  section  transversale  a  pour  valeur 


U.L  +  p.r  =  -p. 


(k-) 


suite  il  est  représenté  par  la  droite  IV;  il  s'annule  au  miUeu  K 
^  la  poutre. 
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S  76 


Aux  exlvémilés  A  et  lï,  il  n'y  a  pas  de  momenL  flécliissanl,  mais 
simplement  un  effort  tranchaiU;  l'inverse  a  lieu  en  K. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  la  flèche,  nous  n'avons  ôvidemmenl,  en  vertu 
du  principe  de  la  superposition  des  petites  déformations,  qu'à  retrancher 
les  valeurs  des  flèches  qui  seraient  produites  isolément  par  la  force 
s  p.L  et  parle  poids  uniformément  répartip  appliqués  à  la  pièce  KB  de  lon- 
gueur -  ;  nous  avons  donc,  en  supposant  que  la  poutre  a  une  section 
constante  (§  7i  el  73) 

!p.Lx(|)-  ,.(iy 

■^^         8E.I  8E.  I 


On  remarquera  que,  si  la  charge  totale  p.L,  au  lieu  d'être  uniformé- 
ment répartie,  était  concentrée  au  milieu  de  la  poutre,  la  flèche  serait 

plus  grande  qu'actuellement  dans  le  rapport  «i»  —  à  ssr ,  c'est-à-dire 
de  8  à  5. 


)  76.  —  Pièce  reposant  sur  deux  appuis  de  niveau 
et  chargée  en  dehors  des  points  d'appui. 


Ce  cas  qui  est  représenté  par  la  tiguru  iti  se   traitera  comme  les 
précédents;  il  ne  peul  y  avoir  aucune  difficulté  à  cet  égard. 


P■(L-^«)-P^^ 


~M~ 


Supposons,  comme  cas  particulier,  a  =  b  et  P  =  P';  les  niomenls  flé- 
ehissanls  sont  représentés  par  la  ligne  brisée  DFHC  telle  que  BF— AI! 
=P.a;  les  efforts  tranchants  sont  donnés  par  les  horizontales  UV,  BA 
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et  Vf.  De  A  en  B  il  y  a  un  momeol  flécbissant  dû  au  couple  P.a  et  pas 
d'effort  tranchant.  C'est,  pour  cette  portion  de  la  pièce,  la  réalisation 
pratique  du  cas  étudié  au  paragraphe  43. 


La  flèche  peut  se  calculer  facilement  d'abord  pour  les  parties  BD  et 
AC  et  enauite  pour  le  tronçon  milieu  AB. 


f  77.  —  Disposition  la  plas  avantaipeiise  &  donner  &  deux 
appuis  de  niveau  supportant  une  pièce  uniformément 
ohargâe. 


1^  charge  par  miUimètre  courant  étant  égale  à  p,  on  voit  que  chacun 
(leH  appuiH  donne  une  réaction  |  p.L.  De  C  en  A  le  moment  fléchissant 
est  é^l  à 


ce  qui  donne  la  parabole  CH.  De  D  en  B  on  a  la  même  courbe  DF;  enfin 
de  A  en  B  le  moment  de  flexion  est 

p.ay.  G-  I)  -\p.-L'Kix-a.)-lrP.{x~a)X  ^^  -  |p.(i'-L.x+L.o) 


r' 


d'où  pour  courbe  figurative  la  parabole  HVF. 

-oposons-nciua  de  voir  quelle  est  la  position  des  points  d'appui  qui 
\  le  plus  possible  la  valeur  maximum  du  moment  de  flexion,  ce  sera 


i 


lommenl  le  diaposilif  le  plus  avantageux  dans  le  cas  où  la  pièce  a 


Fig.  «4 

une  section  constante  (').  il  est  facile  de  voir  que  cette  condition  osb 
réalisée  quand  on  a 

AH  =  — KV 
i''esl-à-dire 

«=  I  Wà—  l)  =  0,207L 
Le  moment  maximum  de  flexion  est  alors  égal  à 

Si,  au  contraire,  les  points  d'appui  se  trouvaient  aux  extrémités  de  la 
pièce,  le  moment  maximum  serait  égal  a-xp.V  (§  7S),  c'est-à-dire  envi- 
ron S,8  fois  plus  grand  que  dans  le  cas  actuel;  on  voit  donc  quelle 
importance  considérable  peut  avoir,  dans  certaines  circonstances,  la 
position  assignée  aux  supports  d'une  pièce. 

(I)  S'il  s'Bgisuil  su  contraire  d'uno  poatre  ankloguo  tux  gnndes  poutnt  d'uwmbUga  ea  lAla 
anal  on  p«at  bira  Tarier  b  ToIonU  lu  Mction  pur  saîle  nttaia  da  moda  da  eanitTUction,  ce  ne 
Mrait  pM  U  Ttleiir  muimum  du  momeat  de  fisiion  miii  plnttt  !■  mojsDai  dM  Ttlwin  ïbi»- 
Iwt  i»  cas  moments  qn'il  eonTiandrtit  da  rUuir*  le  plui  pouibls. 
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§  78.  —  Pièce  eiioa4Sitré6  &  ses  deux  extrémités  et  chargée 

en  son  milieu  d'un  poids  P. 


Nous  supposons  que  la  pièce  est  encastrée  à  ses  deux  extrémités,  c'est- 
à-dire  que  ces  dernières  sont  engagées  d'une  manière  invariable  dans 
un  mur  ou  fixées  à  un  support  de  telle  façon  que  les  tangentes  en  A  et  B 
restent  toujours  horizontales  (*)  ;  d'autre  part  il  y  a  symétrie  complète 
par  rapport  à  la  verticale  KG  qui  passe  par  le  milieu  K  de  la  poutre  ; 
celle-ci  va  donc  prendre  une  forme  telle  que  ACB. 


Plg.  125 

Pour  calculer  les  efforts  qui  sollicitent  une  section  quelconque,  remar- 
quons qu'un  encastrement  donne  lieu  d'abord  à  une  réaction  verticale 
comme  un  point  d'appui  ordinaire,  puis  à  un  couple  qui  force  la  tangente 

(1)  Nous  admettons  cependant  que  les  choses  sont  disposées  de  telle  sorte  qne  la  poutre  peut  se 
déplacer  lougitudinalement  dans  l'un  de  ses  encastrements  on  qne  l'un  de  ceux-ci  peut  se  rapnro- 
eher  légèroment  de  l'autre,  de  telle  sorte  qu'aucvn  d'eux  n'exeree  d'action  korinontale  sur  la 
pièee. 


^^9^ 


-  m  -  §  78 

à  rester  horizontale.  Dans  le  cas  actuel,  à  cause  de  la  symétrie,  les  riiac- 

p 
lions  en  question  appliquées  en  A  et  B  sont  égales  a -s.  et  les  couples 

d'encastrement  (Ji  sont  aussi  égaux  entre  eux.  Proposons-nous  de  calculer 
leur  valeur. 

Le  moment  fléchissant  auquel  est  soumise  une  section  transversale 
quelconque  mn  comprise  de  A  en  K.  est  égale  à 

On  a  donc  entre  ces  deux  points 

D'où,  en  intégrant  et  en  supposant  que  la  section  de  la  pièce  et  par 
suite  le  moment  d'inertie  I  sont  constants, 

puisque,  pour  x=o,-^  =  o. 

h  dy 
Remarquons  que,  pour  a;  =  ?>  ^  est  également  nul;  par  conséquent 

loi",        L  _ 


Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  tracer  la  courbe  des  moments 
fléchissants  puisque  ces  derniers  ont  pour  valeur  depuis  le  point  A 
jusqu'en  K 


-!p..+.-lp(i-.) 


De  A  en  K  c'est  donc  une  droite  HD  telle  que  AH  =:  KD  =:  jj  P.  L  ; 

de  K  en  B  c'est  la  ligne  symétrique  Dl. 

La  ligne  figurative  des  efforts  tranchants  se  compose  des  deux  horizon- 
tales UV,  U'V  teUe  que  BU  —  AU'  r=  j  P. 
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A"Jl  ;•  -r:>  S  r-:  T  ^•  :-•-*  zz  «^^sarî  de  la  k»D£iiear  de  la  pièce,  le  moment 
ft-.  i^.-^nî:  ;  f>;  t.  _  t-:  l-<  >r  l.::*  c-«rrespc»Ddantes  sont  soumises  à  un 
iv-i..; .-  rf  r:  i-  '  .*.i_-:L-L::  c^-^î  la  que  se  prvpdaisent  les  inflexions  de 

S-  jt  ;  t*  r,  i::  ^-z  -i  ^:r^  eL*a>îrw  en  A  et  B,  reposait  simplement 
>i:r  itu  *::■_>.  1>  -^"^  f-r-j^^îi^e  des  moments  fléchissants  remon- 

îrri..:  j.trj^r -rifTi.;  a  el,— z-rz-e  de  la  quantité  AH  =  5  P.  L,  comme 

î.:i  ^--T  1-r  tr>:T  •=•  ;•  v:.:_-r;  <o  ir..:i  donc  que  Fencastrement  diminue 
Cr  :i...:.r  Ik  lil-  ^  :«  r--  i-rLî  fr^riissaLt  maximum. 

ï*r. ;«.s.:Ly>L.u>  if  tr^^^er  i>:juaî:-a  de  la  fibre  moyenne  déformée 
d.^:->  le  CA>  .•là  ^^TL.L  ie  la  pi^-re  est  constante:  nous  venons  de  voir 
q'JL\L  a  a^.r? 


tu  ii^tt*-'*^!!*  *  ■" 


E.I-  j^-^P.x'  +  ^P.  L, 


é«^u.i::.n  arrl::AÎ::r  de  A  en  t:  l'autre  moitié  est  symétrique  de  la 
prt^iiLUrv  ivjir  rsrpi.rt  à  Lt  \er::cA;e  KD. 

La  Sèche  s\î:t:t::ira  i:ii:iiei:;itenieDt  en  faisant  x  zz-^-t  ce  qui  donne 


^-     P-  ^' 


l:tf  E.I 

Elle  est  donc  4  fois  mcins  grande  que  s'il  n'y  avait  pas  d'encastrement* 


§  79.  --  Rfimjurqiie  relathre  aux  enoastreinantg. 

Nous  venons  de  voir  que  l'existence  d'un  double  eneasirement  diminue 
considérablement  le  moment  maximum  de  flexion  :  pour  qu'Q  en  soil 
reeUement  ainsi,  il  faut  évidemment  que  ces  encastrements  produiseni 
j^er,  1  effpi  que  n„us  a\t»iis  supjM>sê.  c'est-à-dire  qu'ils  forcent  les  deux 
*^x  reri.iies  de  la  pièce  à  conserver  parfaitement  leur  direcUon  primilive. 


f 
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î  80 


Il  l'sl  fiicile  de  voir  que  celie  condition  ne  peul  èire  roniplie  que  si  ion 
prend  cerlaines  diaposilions  pai-ticulières  :  s'il  s'agit  par  exemple  d'une 
pièce  engagée  dans  un  mur  ou  dans  un  aulre  support  quelconque,  il  faut 
<]ne  la  portion  enraslri^e  AA'  ne  soit  pas  trop  courte,  sans  quoi  la  ma- 
tière qui  forme  le  support  cédera  d'une  manière  appréciable  sous  l'in- 


Kif.  tss 


fluence  des  forces  considérables  qui  devront  alors  se  développer  sur  la 
faible  longueur  des  parties  en  contact  en  donnant  naissance  au  couple  ft. 
lue  remarque  analogue  est  applicable  aux  cas  où  l'encastrement  est 
obtenu  de  n'importe  quelle  autre  manière,  par  exemple  par  la  jonction 
lii'  deux  poutres  en  lùle  l'une  contre  l'autre  au  moyen  de  cornières.  U 
faut  donc,  quel  que  scit  le  dispositif  adopté,  ne  compter  sur  tous  les 
U'uéfices  de  l'encastrement  que  si  celui-ci  est  réalisé  d'une  manière 
l'ffective  et  complète,  et  il  importe  essentiellement  de  remarquer  que  ce 
nisultat  ne  peut  être  obtenu  que  moyennant  une  dépense  plus  ou  moins 
forte  résultant  de  la  constitution  même  de  l'encastrement  el  dos  conso- 
lidations accessoires  (courbes,  équerres,  goussets,  etc.),  destinés  à  Ig 
rendre  bien  complet. 


I  80.  ~  Pièce  encastrée  &  ses  deux  extrémités 
et  aaifonDément  chargée. 


Soit  p  la  charge  par  millimètre  courant;  nous  traiterons  ce  cas  exacle- 
nifiil  comme  le  précêiU'nt:  les  encastrements  donni'iit  lieu  chacun  y  une 
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force  verticale  -ç  p.  L  et  à  un  couple  ji.  Pour  une  section  transversale 
quelconque  mn,  on  a 

E.    I.  2^=  — gp,  L.  «  +  IA+1I.  ar.  I 

Si  Ton  suppose  la  section  de  la  pièce  et  par  suite  I  constants,  on  a  en 
intégrant 


puisque,  pour 


dy 


Fig.  127 


Pour  a?  =  1^  nous  devons  également  avoir  ^  =  <^  à  cause  de  la  symé- 
trie de  la  fibre  moyenne  déformée  par  rapport  à  la  verticale  milieu  KC; 
par  conséquent 


d'où 


1       L'      1      ,    L»  .        L 


l*=i2PL* 
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Nous  sommes  donc  maintenant  en  mesure  de  tracer  la  courbe  des  mo- 
m(>nls  Qéchîssanls  puisque,  pour  une  section  transversale  quelconque,  ce 
moment  a  pour  valeur 

lp.x'-lp.J..x^-^p.h'=^p.(^oi'-L.x+\L') 

1 

La  courbe  en  question  est  une  parabole  HDldans  laquelle  AH  =  TâP-^' 

el  RD  =  3T  p.  L'.  Quant  aui  efforts  tranchants,  ils  sont  donnés  par  la 

1 

droite  UV  telle  que  BLI  =  AV  =  •5-  p.  L. 

Aux  points  S  et  T  il  n'y  a  pas  de  moment  de  flexion,  mais  simplement 
un  effort  Irancliant;  les  valeurs  des  abscisses  correspondantes  AS,  AT 
sont  évidemment  données  par  l'équation 

.■-L..-f^L-  =  » 

J'oi'i 

C'est  en  ces  points  que  se  produisent  les  inflexions  de  la  libre  moyenne 
déformée. 

Si  la  pièce,  au  lieu  d'être  encastrée,  reposait  simplement  sur  deux 
appuis,  les  moments  fléchissants  seraient  donnés  par  la  courbe  HDI 
remontée  parallèlement  à  elle-même  comme  l'indique  le  tracé  en  pointillé 

dnns  lequel  KD'  =  -rr  p.  L'  ;  le  double  encastrement  réduit  la  fatigue  dans 

1       i 
le  rapport  de  tj  à  -^  c'est-à-dire  de  2  à  3. 

L'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée  (en  supposant  toi^ours  la 
section  constante)  se  déduit  immédiatement  de  ce  qui  précède:  nous 
avons  trouvé  en  effet 

D'oïl,  en  intégrant, 

E.  I.  y  =  g  p.  X*  -  ^p.  L.:C  +  ~^p.  L'.i* 


■  t  T-^- .Z-  ce 


-  P»»  ŒiïMcr!*  %  SIC  II     iMiii   iiipwt  é.  rmatre 
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l-*-*  J'fif.'ij,"^  -1"-  |;i  »t:jliquc  aonnt-iil 

T.  L— P.a+ii  =  o 


Pour  luie  seclion  quelconque  mn  comprise  entre  l'encastpement  et  la 
ehai^  P,  on  a 

Pour  une  section  rn'n'  située  au-delà  de  P,  on  a 

Si  nous  supposons  la  seclion  de  la  pièce  et  par  suite  I  constants,  nous 
avons  en  intégrant 

JE...|=-T.(L.-n  +  P.(».«-J) 

h-'— Tf  f-ï)+p.(«4-ï) 

JE.I.g=-I.(L..^f)  +  C 
E.I.,'  =  -T.(L.Ï-i)+C..  +  0' 


Pour  X  =  L,  y'  =  0  ;  pai'  conséquent 


-T.    L.  ■ 


-     +C.L  +  C'  = 


d'où 


C'  =  iT.  L'-C.  L 
La  dernière  des  équations  ci-dessus  peut  donc  s'écrire 

E.I.y'  =  -T.  (L.|"-fj  +  0.«.+-|T.L*-C.L 

Écrivons  maintenant  que,  pour  a;  =  a,  ^  =  j^  î  nous  avons  ainsi 

el  par  suite  l'équation  précédente  devient 
■2~~ëJ  "2^ 


Remarquons  enfin  que,  pour  x:=.a,  y  ^  y',  ce  qui  nous  donne 


T  =  £ 

.•.(SL-«) 

F  = 

p^T  = 

„      P.o-.tSL-») 

K 

=  P.« 

-T.L  = 

„   .       P.aVBL-a) 

Nous  connaissons  donc  maintenaot  la  valeur  de  toutes  tes  forces  appli- 
quées à  la  pièce  et  le  proUème  proposé  se  trouve  résolu.  Traçons  la 
courbe  des  moments  fléchissants  (fig.  128):  elle  se  compose  de  deux 
droites  HD,  DB  telles  que 

'■ttL— a) 


=  P. 


KD  =  T.(L— a)  = 


Quant  aux  efforts  tranchants,  ils  sont  donnés  par  les  deux  horizontales 
UV,  VU'  telles  que  B(J  =  T  et  AL"  =  F. 

Il  y  a  inflexion  de  la  fibre  moyenne  au  point  S  pour  lequel  le  momenl 
fléchissant  est  nul. 

Si  l'on  veut  obtenir  algébriquement  la  flèche,  on  calculera  la  valeur 
de  X  pour  laquelle  ^  =  o  et,  en  reportant  celle-ci  dans  l'équation  qui 
donne  y,  on  en  déduit  immédiatement  la  flèche  cherchée.  Comme  nous 
l'avons  déjà  dit  bien  des  fois,  il  sera  en  général  préférable  d'avoir  recours 
au  procédé  graphique  indiqué  au  paragraphe  58. 


%  82.  —  Pidoe  encastrée  à.  une  extrémité,  reposant  &  l'antre 
sur  on  appui  et  uniformément  chargée. 


Ce  problème  se  résoudra  conune  le  précédent.  Soient  [i  et  F  le  couple 
el  la  force  produits  par  l'encastrement,  et  T  la  réaction  à  laqueUe  donne 
lieu  l'appui  U;  la  statique  donne 


983 


Pour  nue  section  transversale  quelconque  mn,  on  a 

La  secUon  de  la  pièce  élanl  supposée  constante,  on  a  en  intégrant 


E.I.-;_ 
E.I.y= 


Remarquons  mainlenaiil  que,  pour  ic  =  L,  le  moment  flécliissani  esl 


\ 


nul  et  que,  pour  a;  =:  L,  y  =  o;  nous  avons  donc 
-F.L  +  ^p.L'  +  ji  =  o 

On  déduit  de  là 

F  =  §p.L, 

1  T. 


ti-i|d  •■fîto- H4.T!»  i  o*   .!:■.-«  *-t  1»—*  Kjqiij^ie-s  1  la  pièce  et  le 
i^-i-urvi»  -*■  ••■••■■:.  l^  mciy^.:  '•~-:  >*ir.-'  Sa*  But  *^?>iQ  tranaver- 

E.»  •'•■,*z^  V*  -.v'-^-'t  î—î.'-Mz-»  «■-  îr>»  ;«rO«i*  BDB  dans  la- 


'/■'*/'*  *  U  »*l'"ir  «.fT'-p'^Ji'laiiIf  'ia  m'i-aieitl  fli><-liissant.  elle   est 
(,iff'.rl  fr»tir|iaiil  i|a»?<  la  Bf-clion  «in  esl  égalé 

I)  #■<[  t4-ftri-*4-uU'-  jiar  la  dmile  IV  qui  passe  par  le  poinl  K  cl  on  a 
BU=|p.L  AV=|p.L 

H  y  H  iiit\fnivi\  lit'  In  flbrp  moyenne  déformée  au  poinl  S  où  le   mo- 
((i"f(l  f|/"'lit««iitit  ml  nul.  r'('«l-à-dire  où  on  a 


—  U7~  S  SI 

Pour  avoir  la  flècbe,  calculons  l'abscisse  du  p^.L'il  jvur  ItTjUf  l 'I^  :^  o 


quantilé  inférieure  à  AK  et  correspondant  par  tonsrtpient  à  un  pi::r.t 
situé  à  gauche  de  K. 

En  portant  celte  valeur  de  x  dans  l'équation  où  figTire  jr.  on  olii-^r-t 
iDintédialement  la  valeur  de  la  flèche;  on  tniuve  ainsi 

y  =  0,00542^^' 


~  Pièce  nniformàment  cba^ée  et  sappartMxA 
plusieurs  obar^es  Isolées. 


Pour  résoudre  ce  problème,  nous  étudierons  à  part  l'fffft  prv-luil  jiar 
lacLar^uniforménient  répartie  el  par  chacun  des  piiids  is'-lf-s,  ce  qui 
rentre  dans  les  divers  cas  qui  viennent  d'èlre  traités.  En  veMu  «lu  pr::*- 
fipebien  des  fois  mentionné  de  la  superposition  des  peliles  d^-fi-nnation^, 
iJ  ne  nous  restera  plus  alors  qu'à  ajouter  enlre  elles  les  valeurs  resp^^r- 
(i vemenl  obleiiues  par  les  moments  fléchissants,  les  efforts  Iraitchanls 
f(  lesfléclies  correspondant  à  chacune  des  seclions  transversales  de  la 
pièce  considérée  ;  nous  n'avons  ainsi  à  faire  qu'une  simple  addiiion  al- 
gébrique ne  présentant  aucune  difficulté  el  il  est  par  conséquent  inul:!e 
d'insister  davantage  sur  ce  sujet.  Dans  le  cas  particulier  oii  on  veut 
tenir  compte  du  poids  d'une  pièce  à  section  constante,  celui-ci  doîi  être 
siniplemeiil  assimilé  h  une  charge  uniformémenl  répartie  sur  toute  la 
langueur. 


■^  ni.  —  Aiguille  de  barrage  soutenant  une  charge  d'eaa. 

Soit  AB  l'aigoiille  rectangulaire  d'un  barrage  d'eau  ;  nous  la  supposons 
lerticaJe  et  soutenue  seulemenl  le  long  des  arêtes  A  et  B,  c'est-â-dire 
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non  appuyée  sur  les  côtés.  Le  niveau  de  l'eau  est  au  point  C  en  amont 
et  au  point  D  en  aval. 

Appelons  p  le  poids,  en  kilogrammes,  de  1  millimètre  cube  de  liquide  ; 
on  sait  que  la  résultante  de  toutes  les  pressions  élémentaires  exercées 


F 
i 

-              - • 

î* 

11 

\ 

\ 

i 

i  F 

!    - 
1 

t 

par  le  liquide  de  C  en  B  sur  la  face  d'amont  est  égale  à  s  p.  a.  H'  et  que 

son  point  d'application  est  situé  à  une  distance  du  point  B  égale  à  -^  H. 
De  même  la  résultante  de  toutes  les  pressions  hydrostatiques  qui  se 
produisent  sur  la  face  d'aval  DB  a  pour  valeur  ^  p.  a.  h'  el  est  appliquée 
au  tiers  de  B  D  à  partir  du  point  B. 

Pour  résoudre  le  problème,  calculons  les  réactions  horizontales  S  et  T 
exercées  par  les  points  d'appui  de  l'aiguille  de  barrage  ;  la  statique 
donne 

8-\-T  =  lp.a.W-\p.a.h^ 

S.b=lp.a.H'-\p.a.k' 


Va'h  équations  déterminent  S  et  T  ;  toutes  les  forces  appliquées  à  l'ai- 
guille son!  donc  connues  cl  nous  pouvons  tracer  la  courbe  des  moments 
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fléchissants  et  des  efforts  tranchants  :  la  première  M  osl  une  ligne  dis- 
continue dont  les  ordonnées  M  ont  les  valeurs  suivantes  : 

deAenC,  M  — —  S.i: ligne  droite  AN, 

deConD,  M  =  — 8.a,  +  ^p.«.(s6  — i  +  Hj' courbe  NP, 

deDenB,  M  =  — 8.*+ ip.a(a;  — 6+H)'  — i;).a.(j:  — i+A)' conrhePlî. 


Quant  aux  efforts  tranchants  Q,  ils  ont  les  valeurs  ci-dessous  : 

de  Aen  C,  Q  =  — S ligne  droite  SU, 

deCenD,  Q  =  — S+|p.o.{i-6+H)V courbe  UV, 

deDen  B,  Q  =  ~8  +  \p.a(x~b  +  By~~p.  »  .  (r  — È-l-A)'  courbe  VZ. 

Le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  est  donc  résolu. 

Le  maximum  du  moment  de  flexion  est  facile  à  trouver,  puisqu'il  cor- 
respond au  point  J  ou  l'on  a  Q^  o  et  qui  est  obtenu  de  suite  au  moyen 
des  expressions  qui  viennent  d'être  calculées  pour  Q  ;  il  ne  reste  plus 
alors  qu'à  porter  l'abscisse  x^AJ  dans  l'équation  correspondante  du 
moment  fléchissant. 


J 


DérBRHIRATION  PRATIQUE  DBS  COEFFICIENTS  £  ET  R 
RELATIFS  A  U  FLEXION. 


-  Détermination  du  coefficient  d'élasticité  E 
relatif  &  la  flexion. 


Dans  l'étude  théorique  qui  nous  a  permis  d'établir  les  équations  rela- 
tives à  la  flexion  (§  43),  nous  avons  admis  que,  sous  l'action  des  forces 
longitudinales  de  traction  ou  de  compression  qui  les  sollicitent,  les  fibres 
obéissent  aux  mêmes  lois  de  déformation  que  si  elles  étaient  isolées  les 
unes  des  autres,  et  par  suite  nous  avons  pris  pour  coefficient  d'élasticilé 
E  précisément  celui  qui  résulte  d'expériences  directes  de  traction  ou  de 
compression.  Il  y  a  évidemment  lieu  de  vérifier  que  cette  manière  de 
considérer  les  phénomènes  donne  des  résultats  suffisamment  conformes 
à  la  réalité  et,  comme  le  coefficient  E  entre  dans  les  formules  qui  expri- 
ment la  valeur  des  flèclies,  il  convient,  par  une  mesure  de  ces  dernières, 
de  procéder  à  la  détermination  directe  du  coefficient  E  relatif  â  la  flexion  ; 
on  aura  ainsi  d'aiUeurs  l'occasion 
de  voir  si  les  lois  exprimées  par 
ces  formules  représentent  bien  les 
faits  observés,  et  par  suite  de 
s'assurer  de  l'exactitude  pratique 
des  résultats  fournis  parles  études 
I  1        /  \    qui  précèdent. 

i       ,'  I       En  principe,  les  expériences  en 

'  question  peuvent  se  faire  sur  une 
poutre  droite  placée  dans  l'une 
quelconque  des  circonstances  que 
nous  avons  étudiées  précédemment 
(§  71  et  suivants);  mais,  dans  la  pra- 
tique, il  est  préférable  de  choisir  le 
ras  où  il  y  a  flexion  simple  sans  cir- 
conslances  accessoires  de  gfissement  longitudinal  et  transversal,  c'esl-à- 
diro  de  prendre  une  pièce  fléchie  par  un  conpl.^  siiivaiil  le  disposiMf 


\ 


( 
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indiqué  au  paragraphe  76;  le  tronçon  qui  est  compris  entre  les  points  A 
et  B  et  dont  nous  supposons  la  section  constante  se  courbe  alors  exac- 
lementen  arc  de  cercle  (§  43)  de  sorte  qu'on  a 


;  =  M' fléchiasant  —  P.t 


il  s'ensuit  que 


1  très  sensiblement 


— âTTT 


E  = 


Pour  avoir  des  résultats  bien  nets,  on  observe  les  flèches  produites 
par  une  série  de  poids  allant  en  croissant  et  on  trace  une  courbe  ayant, 
par  exemple,  pour  abscisses  /  et  pour  ordonnées  P  ;  l'expérience  prouve 
qu'on  obtient  ainsi  une  li^'iie  d'abord  très  sensiblement  droite  qui,  à 
partir  d'un  certain  point  K,  s'infléchit  vers  l'axe  des  x;  on  constate  en 

g-L' 

8i.y 

ne  diffère  que  peu  ou  point  de  celle  du  coefficient  d'élasticité  de  Irat 
lion  et  de  compression. 

Des  expériences  analogues  ont 
été  faites  par  de  nombreux  expéri- 
mentateurs sur  des  poutres  fléchies 
de  diverses  manières  et  ont  donné 
les  mêmes  résultats;  parfois  cepen- 
dant il  a  été  admis  qu'il  conve- 
nait de  prendre  pour  le  coefficient 
(l'élasticité  de  flexion  un  chiffre 
mi  peu  moindre  que  celui  que 
nous  indiquons  et  cela  pour  tenir  compte  des  phénomènes  de  glisse- 
ment longitudinal  et  transversal  qui  ont  pour  résultat  d'augmentcr 
Irês  légèrement  les  flèches;  mais,  dans  la  pratique,  on  peut  se  borner 
à  adopter  une  valeur  unique  pour  E.  Ce  qu'il  ne  faut  pas  peidn? 
(le  vue,  c'est  que,  dans  les  pièces  d'assemblage,  les  joints  cèdent 
toujours  un  peu  et  leur  existence  donne  lieu  à  une  défonnalion  plus 


Ht.  m 
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grande  que  celte  qu'on  conslalerait  sur  une  pièce  d'un  seul  morceau; 
pour  des  poulres  en  lOle  par  exemple,  on  a  souvenl  trouvé,  lorsdel'ap- 
plication  de  la  première  charge,  une  flèche  une  Fois  et  demie  plus  grande 
que  celle  qui  résulte  des  formules  théoriques  :  mais,  une  fois  le  premier 
effet  produit,  ces  dernières  se  sont  trouvées  d'accord  avec  les  résultats 
de  l'observation;  il  n'en  est  cependant  pas  toujours  ainsi  et,  avec  des 
assemblages  qui  ne  présentent  pas  la  rigidité  des  rivures  des  poutres 
en  tôle,  il  se  produit  entre  les  pièces  en  contact  un  jeu  parfois  considé- 
rable qui  disparait  en  partie  avec  l'enlèvemenlde  !a  charge  et  augmente 
notablement  les  déformations,  sans  qu'il  soit  évidemment  possible  d'in- 
diquer aucune  règle  précise  à  ce  sujet. 

Les  mesures  de  flèches,  effectuées  pour  déterminer  le  coefficient  d'é- 
lasticité, doivent  se  faire  avec  une  très  grande  précision  ;  on  peut  em- 
ployer pour  cela  un  rallié lomè Ire  avec  lequel  on  ne  doit  pas  oublier  de 
relever,  à  chaque  expérience,  la  hauteur  des  points  d'appui  afin  de  se 
prémunir  contre  le  tassement  que  peuvent  éprouver  ces  derniers.  Pour 
que  leur  distance  reste  bien  constante  et  soit  facilement  mesurable,  on 
leur  donne  la  forme  de  couteaux  durs  et  émoussés,  et  on  interpose 
avantageusement  une  petite  plaque  d'acier  trempé  entre  eux  et  la  pièce 
expérimentée  ;  enfin,  quand  les  poids  don)  il  serait  nécessaire  de  faire 
usage  sont  trop  considérables,  on  leur  substitue  souvent  des  vérins  hy- 
drauliques munis  de  manomètres  penneLlant  de  mesurer  le  plus  exac- 
tement possible  la  pression  exercée.  On  conçoit  d'ailleurs  que  le  mode 
d'expérimentation  que  nous  venons  d'indiquer  puisse  être  varié  d'une 
infinité  de  manières  destinées  à  rendre  les  observations  soit  plus  com- 
modes, soit  plus  rapides  ;  nous  nous  bornerons  seulement  a  mentionner 
l'appareil  optique  de  MM.  Lœvy  et  Tresca  au  moyen  duquel  on  peut  ob- 
tenir des  résultats  d'une  haute  précision  dans  la  mesure  des  flèches  d 
par  suite  dans  la  détermination  du  coefficient  d'élasticité  ('). 

En  terminant  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que  la 
pièce  sur  laquelle  on  opère  peut  n'être  pas  parfaitement  droite  et 
qu'en  tout  cas  elle  s'infléchit  d'une  façon  plus  ou  moins  appréciable 
sous  l'action  de  son  poids;  ce  qu'il  faut  mesurer,  ce  n'est  donc  pas  ia 
déformation  totale  existant  à  un  moment  dotmé,  mais  bien  l'augmenta- 
tion de  courbure  et  par  suite  la  flèche  réellement  due  à  l'action  du 
poids  P;  c'est  là  une  remarque  générale  applicable  à  lous  les  modes 
s  d'expérimenlalion. 


(l)  Voir  lus  Ciimples  Rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  2»  Mmsstre  t8fi!t,  \ 


\ 


-  Limite  d'élasticité  relative  &  la  flexion.  Fixation 
de  la  charge  de  sécurité  R. 


l'n  barreau  étant  soumis  à  un  effort  de  flexion,  imaginons  qu'on  le 
charge  jusqu'à  ce  qu'il  commence  à  se  produire  des  déformations  per- 
manentes. Si,  à  ce  moment,  au  moyen  de  la  formule  bien  connue 


.!_ 


M' fléchissant 


OD  calcule  la  charge  par  millimètre  carré  R  de  la  fibre  la  plus  éloignée 
Oe  la  ligne  neutre  et  par  conséquent  la  plus  fatiguée,  on  trouve  un  nom- 
bre qui  est  notablement  supérieur  à  celui  qui  correspond  à  la  limite 
d'élasticité  soit  de  traction  soit  de  compression;  en  d'autres  termes,  les 
déformations  permanentes  ne  commencent  à  apparaître  que  bien  au-delà 
de  la  charge  qui  a  commencé  à  altérer  l'élasticité  d'une  partie  de  la 
pièce.  Ce  résultat,  en  apparence  paradoxal,  s'explique  facilement  si  l'on 
songe  que,  dans  une  pièce  fléchie,  les  fibres  travaillent  de  moins  en 
moins  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  la  surface;  aussi,  lors  même  qu'une 
partie  d'entre  elles  a  déjà  dépassé  la  limite  élastique,  les  autres  qui 
sont  moins  chargées  n'ont  pas  encore  atteint  ce  point  et  elles  forcent 
les  premières  à  reprendre,  au  moins  très  sensiblement,  leur  longueur 
primitive  lorsqu'on  enlève  les  poids.  C'est  là  un  point  dont  nous  avons 
déjà  dît  quelques  mots  {%  17)  et  sur  lequel  nous  reviendrons  en  nous 
occupant  des  phénomènes  de  rupture  (§  133  et  suivants). 

Si  l'on  calcule,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  pour  différentes 
pièces  et  pour  diverses  substances  la  valeur  de  It  relative  à  la  limite 
d'élasticité  de  flexion,  on  trouve  un  nombre  qui,  toujours  supérieur  à 
feux  que  nous  avons  obtenus  pour  la  traction  et  la  compression,  ne  pré- 
sente avec  eux  aucun  rapport  constant;  ce  dernier  dépend  non  seule- 
ment de  la  nature  de  la  matière,  mais  encore,  comme  on  devait  natu- 
rellement s'y  attendre,  de  la  forme  de  la  section  transversale  :  dans  des 
expériences  faites  sur  divers  échantillons  d'acier  (')  ;  il  a  varié  de  1,17  à 
1,39  et  rien  ne  prouve  qu'il  no  puisse  dépasser  ces  limites.  Il  semble 
'Ujik  que.  dans  \a  pratique,  on  pourrait  faire  supporter  aux  pièces  flé- 
Hiit'3  une  charge  plus  forte  que  celle  sur  laqueUe  on  pouvait  compter 
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>  que  1.  ton»  BécUmtUt 
1*1»  duu  Biplai,  a«|„,|„ 


ifj  -m- 

U-  j/Uu  i\n  t^  nï.'ûUOrU  Hi  eon^msemtrt  et  fermier  etlepImméepÊm»  fmeUe 
finxUrn.  \j:%  \it.%  tin  e^t  phifTioniifites  ont  été  étadiées  d'ime  manière 
f/mniU^yt  fmr  4h  Sainl- Venant  (')  et  peuvent,  an  poinl  de  me  des  appti- 
r.%ii'm%  pratirju'fs,  m  résamer  en  quelques  coDstdénIioDs  ïnm  simples. 


DiiiiH  lo  CBH  qui  nous  occupe,  la  déformalion  ne  se  produisant  plus 
iliiiiH  un  plan  contonnnl  la  force  P,  les  trois  équations  d'équilibre  dont 
11  H  l'tU^  c|nt>iillon  aux  paragraphes  44  et  4{!  ne  sont  plus  suffisantes  ;  il 
fiiul,  Il  l'i^uatioii 

i[K.<I».  -X  «]=  Moment  de  F  pu  rapport  i»' 
h'inltvo  ù  l'nxp  «»'  (5  4i).  joindre  une  seconde  équation  de  moments  par 


>;:7;a 


LF^M  tfl,  «tel 


rapport  à  l'axe  SB'  perpendiculaire  au  premieret  situé,  comme  lui,  dans 
le  plan  de  la  section  transversale  considérée;  on  doit  donc  avoir 


ïlE.rfw, 
E 


=  Homent  de  P  par  rapport  à  ô^' 


,  Se.tf'.  (ju  =  Moment  da  P  par  npport  à  85' 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  nul  lorsque  la  tlcxion  se  pro- 
duit dans  le  plan  de  la  force  P  (car  le  bras  de  levier  do  relle-ci  par 
rapport  à  l'axe  î3'  est  lui-même  nul);  on  a  donc  alors 

relation  qui  caractérise  les  deux  axes  principaux  d'inertiii  do  la  sfcliun 
transversale  considérée.  Nous  arrivons  donc  à  cette  coiu-lusiuii  qui:  11- 


plan  de  flexion  ne  se  confond  avec  celui  de  sollicitation  que  si  ci' dernier 
conlienl  l'un  des  axes  principaux  d'inertie;  lorsque  cette  cundiliorin'fsl 
pas  remplie,  il  se  produit  la  flexion  oblique  ou  déviée  doiii  nous  venons 
de  parler  et  dont  nous  allons  étudier  les  lois. 
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Soient  XX'  cl  YY'  les  axes  principaux  d'inertie  de  In  section  transver- 
sale de  la  pièce,  F  el  1"  les  moments  d'inertie  correspondants;  la  force 
fléchissante  P  peut,  a  son  point  d'application  K  [§  3).  être  décomposée  en 
deux  autres  P.  sin  ^  et  P.  cos  ^  qui,  agmant  suivant  les  axes  principaux 
XX'  et  yy",  donnent  lieu  aux  phénomènes  ordinaires  et  bien  connus  de 
flexion  {§  W)  ;  en  vertu  du  principe  de  la  superposition  des  petites  défor- 
mations (§  7),  nous  n'avons  simplement  qu'à  composer  entre  eux  les  deux 
effets  partiels  ainsi  produits:  en  particulier  la  flèche  totale  KK'  est  la 
résultante  des  deux  Sèches  partielles  KV  et  KV'  de  sorte  qu'on  a,  en 
appelant  I  l'angle  YKK', 


En  vertu  d'ailleurs  do  ci'  qui  a  été  vu  au  paragraphe  58.  on  a 


de  sorlo  que 


P.  siny.  h' 
"     3E.1" 

F.  coay.  L' 
'      3E.r 


tang  •t-  =  j^.  tang  •} 


f  étant  l'angle  connu  fait  par  la  force  P  avec  l'axe  KY. 

ta  même  relation  étant  applicable  a  toutes  les  sections  transversales 
et  les  nxes  principaux  de  ces  dernières  étant, /«irAypo/Aés«,  situés  nîspec- 
Uvement  dans  un  même  plan,  il  s'ensuit  que  l'angle  tj-  est  constant  et  qu'il 
doit  loMJours  être  porté  à  partir  de  la  même  direction  ;  la  pièce  subit  d<Mic, 
sur  toute  sa  longueur,  une  flexion  plane  dont  nous  savons  maintenant 
déterminer  la  direction  KS  puisque  l'angle  i  se  calcule  facileineot  an 
moyen  de  la  l'elatton 

tang  i  =:  ™ .  tang  ?. 


Le  plan  de  flexion  étant  connu,  nous  en  déduirons 
lijtne  des  tihres  invariables  a,»,'  qui  ost  i't-tji.jidji-ul.i;. 
connaisiiiinii  1»  valeur  I'.  cos  {^ 
dans  le  plan  KS  une  flexion  pkiii' 
avons  étudiée  précédemau'iit  (î  ; 
quent  le^  mêmes  fi.iriiiii!. 


\ 

I 
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par  millimètre  carré  R  de  la  fibre  la  plus  faliguée  de  la  section  Iransver- 
sale  mn  qui  esl  située  à  une  distance  x  de  l'encastrement  (flg.  1.SH),  on 
fora  usage  de  la  relation  habituelle  (§  44) 


~  Moment  fléchissant—  P.  (L  —x).  cob  (^  —  ç) 

V,  qui  est  la  dislance  â  l'axe  a,3,'  des  fibres  qui  en  sont  le  plus  éloignées 
dans  la  section  transversale  considérée,  se  mesure  sur  la  figure  (fig.  136); 
quanta  I,  moment  d'inertie  par  rapport  à  ce  même  axe,  il  se  déduit  imnié- 
tlialement  des  valeurs  déjà  calculées  de  F  et  de  1"  au  moyen  de  la  formule 
connue 

I  ^  I*.  coa'  ^  -i-  1".  ain'  ^ 

L'équation  écrite  plus  haut,  qui  donne  K,  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme:  si  l'on  remplace  pn  effet  I  par  l'expression  précédente,  on  trouve 
•iprès  quelques  transformations 


t  /bip'  9 


==2P(L-») 


Le  rayon  de  courbure  p  en  un  point  quelconque  de  la  fibre  i 
s'nblicnt  au  moyen  de  l'équation  (g  44) 

— ^—  =  Moment  fléchîasftnt  =  P.  (L  —  a),  cos  (■^  —  ç) 

P 

ce  qiii  peut  s'écrire 


E 


=  ^P.(h-!t) 


^fln  la  flèche  f  peut  aoil  se  couler  directement,  soit  se  déduire  de 


f~  y//"  +/: 


«  Vùli,  ces  fûrny 
"qpkcL^  par 


lies  de  la  flexion  ordinain^  dans 


i    ! 
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f  Cas  d'une  pièce  à  section  variable.  —  Si  les  sections  transversales, 
au  lieu  d*ètre  toutes  égales,  varient  d'un  point  à  l'autre  de  la  fibre 

r 

moyenne  mais  en  restant  telles  que  le  rapport  p  soit  constant,  il  est  facile 

de  voir  que  l'angle  ^  Test  aussi  et  par  conséquent  la  flexion  s*opère  tou- 
jours dans  un  plan  défini  par  la  relation 

tang  4»  =p'  tang? 

et  elle  est  due  à  la  force  P.  cos  (^  —  f)  agissant  dans  ce  plan.  Dans  le 

y 
cas,  au  contraire,  ou  p-,  varie  d'une  section  à  l'autre,  il  est  bien  clair, 

d'après  ce  qui  précède,  que  la  flexion  n'est  plus  plane  :  la  pièce  est  tor- 
due sur  elle-même  en  même  temps  que  fléchie.  Cette  particularité  se 
présenterait  évidemment  encore  si,  contrairement  à  ce  que  nous  avons 
supposé  dans  toute  cette  étude,  les  sections  bien  qu*égales  ou  satisfai- 

sant  à  la  condition  p  =  constante,  n'étaient  pas  toutes  orientées  de  la 

même  manière,  c'est-à-dire  si  elles  n'avaient  pas  leurs  axes  principaux 
d'inertie  tous  compris  dans  deux  plans  rectangulaires. 

Avec  une  section  circulaire  ou  carrée  toutes  les  droites  passant  par 
le  centre  sont  des  axes  principaux  et  par  conséquent  la  flexion  n'est 
jamais  déviée. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que 
nous  n'avons  parlé  dans  l'étude  précédente  que  des  pièces  encastrées 
par  une  extrémité,  mais  les  autres  cas  particuliers  qui  pourraient  se 
présenter  se  traiteraient  d'une  manière  analogue. 


f 


CHAPITRE   VI 


TORSION 


^ 


TORSION 


-  Phànomènes  qui  se  produisent  pendant  la  torsion  d'un 
cylindre  droit  &  base  circulaire. 


Soit  ABCD  un  cylindre  droit  à  base  circulaire  encastré  à  sa  kisf  AIS  et 
soumis,  à  sa  partie  supérieure,  à  l'action  d'un  couple  M'  agissant  ilniis 
un  plan  perpendiculaire  à  son  axe.  Sous  l'influence  de  celui-ci,  les  diffé- 
rentes sections  droites  du  cylindre  se  déplacent  les  unes  par  riipporl 


W'/^ 
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aux  autres  en  donnant  naissance  à  une  série  de  véritables  glissciiieids 
tout  à  fait  analogues  au  glissement  ou  cisaillement  étudié  dans  li'  ili:i- 
pitre  IV  {%  34  et  suivants);  l'ensemble  des  phénomènes  qui  se  iinidiiî- 
sent  alors  constitue  ce  qu'on  appelle  la  torsion. 
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Si  le  cylindre  considéré  est  droit  et  à  base  circulaire,  comme  nous 
le  supposons,  il  n*y  a  évidemment  aucune  raison  pour  qu'une  section 
droite  se  déforme  inégalement  en  deux  points  équidistants  du  centre,  ou 
pour  qu'elle  se  bombe  dans  un  sens  plutôt  que  dans  un  autre  ;  on  voit 
donc  qu*on  peut  admettre,  à  cause  de  la  symétrie  : 

1**  que  Taxe  du  cylindre  reste  droit, 

2**  que  toute  section  droite  reste  plane  et  n'éprouve  pas  de  déforma- 
tion dans  son  plan, 

3®  que  le  déplacement  longitudinal  d'une  section  droite  par  rapport 
aux  sections  infiniment  voisines  s'opère  par  une  rotation  autour  du 
centre  du  cercle,  et  que  cette  rotation  a  la  même  valeur  sur  toute  la 
hauteur  du  solide. 

Il  résulte  évidemment  de  là  qu'une  génératrice  quelconque  du  cylin- 
dre et,  en  général,  toutes  les  parallèles  à  l'axe  telles  que  HG  se  transfor- 
ment, parle  fait  de  la  torsion,  en  hélices;  celles-ci  ont  toutes  le  même 
pas,  mais  leur  inchnaison  sur  l'axe  est  variable  :  nulle  au  centre,  elle 
augmente  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  la  surface. 

Si  nous  considérons  un  point  quelconque  U  d'une  section  droite  et 
une  section  infiniment  voisine,  distante  de  la  première  d'une  quantité  A, 
il  se  produit  entre  elles  un  glissement  infiniment  petit  UU'  perpendicu- 
laire au  rayon  VU  et  proportionnel  à  ce  dernier.  Conformément  aux 
principes  précédemment  admis,  nous  prendrons,  pour  la  valeur  t"  qui  dé- 

UU' 
finit  ce  glissement,  le  rapport  -r-qui  n'est  autre  que  la  tangente  trigo- 

nomélrique  de  l'angle  formé  par  la  génératrice  primitive  du  cylindre 
avec  l'hélice  dans  laquelle  elle  s'est  transformée  :  si  donc  on  appelle  6 
l'angle  dont  a  tourné  la  base  supérieure  distante  de  l'autre  d'une 
quantité  L,  et  p  la  distance  au  centre  du  point  U,  on  a 

,     G*  J^_  p.e 

*  -G'H'^   L 

e  étant  évalué  non  pas  en  degrés,  mais  en  fonction  du  rayon  (*).  On  en 
déduit  immédiatement  que,  si  l'on  désigne  par  G'  un  certain  coefficient 
constant  qui  est  le  coefficient  d'élasticité  relatif  à  la  torsion^  la  force 
de  glissement  qui  se  développe  au  point  U  sur  l'unité  de  surface  est 

(1)  Lo  nombre  de  degrés  qui  ine$ure  Tangle  $  est  égal  à  360*  X  s^ 


Par  analogie  avec  ce  qui  a  élé  fait  pour  la  traction,  la  compression 
el  le  cisaillement  (§34),  nous  désignerons  par  R'"  cette  force  de  glisse- 
iiienl  par  millimètre  carré,  G'.i".  c'est-à-dire  que  nous  poserons 


R'" 


Outre  les  pliénomènes  de  glissement  que  nous  venons  de  signaler,  la 
lorsion  donne  également  lieu  à  un  certain  allongement  des  généralrices 
par  suite  de  leur  transformation  eu  hélices;  mais,  en  se  reportant  â  la 
tijnire  137,  il  est  facile  de  voir  que,  si  la  quantité  G'J'  =  p.  6  est  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre  (comme  nous  le  supposons  toujours),  la 
différence  Il'J"  —  H'G'  ou  J'Ft  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  et 
iic  donne  lieu  par  suite  qu'à  des  efforts  de  traction  qui  doivent  être 
négligés  ;  nous  n'aurons  donc,  dans  l'étude  des  forces  intérieures  en 
jeu,  qu'à  tenir  compte  de  celles  qui  sont  dues  au  glissement  circulaire 
des  sections  droites  les  unes  par  rapport  aux  autres  (') . 


fiquatlon  d'équilibre.   Galool  de  l'angle  de  torsion. 


Si  la  section  de  la  pièce,  bien  que  n'étant  pas  un  cercle,  ne  s'en 
ploigne  pas  cependant  beaucoup,  rcxpérience  montre  que  les  hypothèses 
énoncées  plus  haut  au  sujet  de  la  déformation  peuvent  encore  être 
admises  sans  donner  lieu  à  de  trop  grandes  erreurs.  Supposons  donc 
que,  dans  le  cas  d'une  tige  de  section  constante,  différant  peu  d'un 
q/lindre  droit  à  hase  circulaire,  une  section  droite  quelconque  rpsle 
plane  et  tourne  par  rapport  à  ses  voisines  sans 
éprouver  dedéformation;  il  est  facile  de  prou- 
ver que  ces  rotations  s'accomplissent  alors  au- 
tour du  centre  de  gravité  de  la  section  quand 
les  forces  de  torsion  se  réduisent  à  des  cou- 
ples. Soit  en  effet  V  le  point  de  la  section 
droite  SS'  autour  duquel  s'opère  la  rotation 
élémentaire  d'amplitude  totale  6;  un  élément 


Fig.  138 


quelconque  dw  situé  à  une  distance  p  du  point  V  éprouve  un  glissement 

.  p.  9 
t^gal  it^  (^  88),  et  par  suite  la  force  decisaillemenl  qui  lui  estappUquée 

U I  Vûif  la  Tortiotx dt*  pilsmes  par  do  Snint-Veosnl,  p.  Ïi5. 


§89 
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»   ^^ 


est  égale  à  G*,  t—  .  d».  La  somme  totale  de  ces  forces  projetée  sur  un 
axe  quelconque  VX  passant  par  le  point  V  est 

Cq'.  ^«  rfw.  ein  (p,  X)  —  -f- /?•  ^«^  sîn  (Pi  X). 

Les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  pièce  se  réduisant  par  hypo- 
thèse à  des  couples,  on  doit  donc  avoir,  puisqu'il  y  a  équilibre  entre  les 
forces  en  question  et  les  efforts  de  glissement  développés  dans  la  sur- 
face SS' 

G'.O 


ou 


/p.  rfw.  sin  (p,  X)  =  0 
/p.  rf«.  sin  (p,  X)  =  o 


c'est-à-dire  que  V  est  le  centre  de  gravité  de  la  section  considérée.  La 
ligne  qui  joint  ces  points  V  constitue  donc,  dans  Tintérieur  de  la  tige, 

une  fibre  qui  n'est  soumise  à  aucun 

effort  de  torsion. 

/Ecrivons  maintenant  Téquation 
d'équilibre  entre  le  moment  de  tor- 
sion W  et  les  rorces  de  glissement 
de  la  surface  SS*.  Le  moment  de  ces 
dernières  par  rapport  à  Taxe  VN  est 
égal  à 


S 


V 


^--. 


T-^^> 


«y 


^ 


On  doit  donc  avoir 
G'.O 


Fig.  189 


— v—  •je*,  dta  =  M 


OU,  en  désignant  par  J  le  moment  cCinertie  polaire  ff^.  d»  de  la  surface  SS' 
pris  par  rapport  au  centre  de  gravité  V 


G\  J.  0 


=  M' 


équation  qui  permet  de  calculer  la  valeur  de  l'angle  de  torsion  6 


0 


M\L 
G\  J 


Dans  le  cas  d'un  cercle  de  diamètre  d 


de  sorte  qu'alors 


^^  M'.  L 
n  '  G',  rf* 

c'est-à-dire  que,  lorsque  la  limite  d'élasticité  n'est  pas  dépassée,  l'angle 
de  torsion  est  proportionnel  au  moment  de  torsion,  à  la  longueur  liii 
cylindre  et  en  raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  du  diamètre. 

Ces  lois  se  vérifient  facilement  au  moyen  des  appareils  imaginés  pour 
l'étude  expérimentale  des  phénomènes  de  torsion. 


§  90.  —  Condition  de  plus  grande  charge. 

Le  glissement  dû  à  la  torsion  va  en  augmentant  dans  chaque  sectinn 
depuis  le  centre  de  gravité  V  (fig.  138)  jusqu'au  point  K  qui  en  est  le 
plus  éloigné  et  pour  lequel  il  acquiert  une  cerlaine  valeur  maximum  i'. 
En  posant  VK  «»  «',  on  a 

«       p'.B 

'  =x 

D'ob 

•=¥ 

En  subsUtuant  cette  valeur  dans  l'équation  d'équilibre  obtenue  nu 
paragraphe  précédent,  il  vient 


ou  bien,  puisque  nous  avons  posé  R'"  =  G'.  C 
R'".J 


-^^W 


3  qui  peut  s'écrire  encore 


R"' 


5  91 
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Ces  expressions  donnent  le  glissement  i"  et  L'effort  de  ^ssement  par  mil- 
liitiétre  carré  R"'  qui  se  produisent  aux  points  les  plus  fatigués. 

Dans  le  cas  d'un  cercle  de  diamètre  d  oii  J  =  -~kâ-  et  e'  =  5  '  les  rela- 
lions  précédentes  deviennent 


16 


d-.R" 


:'  91, 


-  Tlffe  sonmlse  &  des  couples  en  nombre  quelconque. 


Supposons  qu'au  lieu  d'un  seul  couple  nous  en  ayons  un  nombre  quel- 
i-unque  situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  tige:  si  l'on 
iippelle  M' le  couple  résultant  qui  sollicite  une  section  droite  quelconque 
SS',  on  a  toi^'ours  pour  cette  dernière  la  relation  {$  90) 

R"'.  J     «, 


1  oui  se  réduit  donc,  pour  connaître  la  plus  grande  charge  R'"  dans  la 
srntjon  considérée,  à  calculer  M';  cette  opération  ne  présente  pas  de 
(liificultés:  elle  se  fera  d'une  manière  analogue  à  celle  qui  a  été  indiquée 
]  Il  >ur  la  détermination  plus  compliquée  des  moments  fléchissants  et  des 
^  efforts  tranchants  dans  le  cas  de  la  flexion  {%  56). 
Si  l'on  suppose  d'abord  qu'on  a  uniquement  affaire 
à  un  certain  nombre  de  couples  isolés,  le  moment 
cherché  M' n'est  autre  que  la  somme  algébrique  de 
ceux  qui  sont  situés  depuis  l'extrémité  libre  CD 
jusqu'à  la  section  considérée  SS'.  Si,  au  contraire,  il 
s'agit  de  couples  répartis  d'une  manière  continue 
suivant  une  loi  quelconque,  on  tracera  la  courbe 
abcde  qui  donne  la  valeur  des  moments  par  unité  de 
longueur,  et  l'ordonnée  de  la  courbe  intégrale  FGJI 
fait  connaître  immédiatement,  pour  une  section 
quelconque,  te  moment  total  nn'  qui  le  sollicite. 
Dims  le  cas  particulier  de  couples  uniformément  répartis  dont  la  valeur 
fst  égale  à  m'  par  millimètre  courant,  la  courbe  en  question  est  une 
droite  y  =z  m'.x. 


Fig.  140 


-1 — V w 
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§92 


L'angle  total  de  torsion  6  mesuré  à  la  base  supérieure  s'obtiendra  égale- 
ment d'une  manière  simple:  si  Ton        p 
se  reporte   en   effet  à   l'équation  * 

(§89) 


e= 


G'.  J 


on  voit  de  suite  que  deux  sections  I 
infiniment  voisines  distantes  d'une 
quantité  dx  tournent  l'une  parrap- 

■ 

port  à  l'autre  d'un  angle  d^  égal  à  ;. 


rfe  = 


W.dx 


G*.  J 

ne.  iii. 

M' étant  le  moment  total  qui  sollicite  la  section  considérée  SS';  on  a 
donc,  dans  le  cas  actuel, 

L 


^^âèrX  ^'-'^ 


n  suffit  donc,  pour  avoir  la  valeur  de  l'angle  de  torsion  en  une  section 
quelconque,  de   tracer  la  courbe  intégrale  de  la 
courbe  M' précédemment  obtenue,  ce   qui  ne  pré- 
sente pas  de  difficultés. 

Dans  le  cas  particulier  des  couples  uniformément 


répartis  dont  nous  avons  parlé  tout  à  l'heure  et  dont    ,  ^-^  * 
la  valeur  est  de  m' par  millimètre  courant,  on  a  K^ 


e^  = 


2G'.J 


.--  T -—. 


1-^ 


X  étant  la  distance  comprise  entre  la  base  libre  et  la  '^*  ^^ 

section  considérée  SS';  la  valeur  totale  de  l'angle  de  torsion  pour  toute 
la  longueur  L  de  la  pièce  est  par  suite 

m*.  U 


e  = 


2W7J 


§  92.  —  Tige  encastrée  &  ses  denz  extrémités. 


Soit  ABCD  une  tige  cylindrique  à  base  circulaire  encastrée  à  ses  deux 
extrémités  et  soumise  dans  le  plan  EF  à  un  couple  M\  11  f  si  facile  de 

14 
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calculer  les  couples  ;x'  et  ji"  auxquels  donnent  lieu  les  encastrements  :  si 
l'on  appelle  en  effet  G  Tangle  de  torsion  correspondant  à  la  section  EF  (*)y 


G       fA"      D 


Fig.  143 


on  a  pour  les  deux  tiges  de  longueur  F  et  /"  considérées  chacune  à  part 

G\  J.O 


V 

G\  J.  e 


=  K 


D'où 

et  comme 
on  en  déduit 


fi 


!L  — L 
H-"  ~  V 

..'  +  ^»  =  M', 
V 

fi'»  n:  M',  j^ 

Le  couple  M*  se  répartit  entre  les  deux  encastrements  exactement  comme 

le  ferait  une  force  normale  appliquée  à  une  poutre 
reposant  sur  deux  appuis. 

Les  valeurs  de  \k  et  de  [x"  étant  connues,  rien 
n*est  plus  facile  que  d'étudier  à  part  les  effets  pro- 
duits sur  chacune  des  portions  t  et  T'  de  la  Hge 
considérée  séparément. 

Les  problèmes  relatifs  à  la  torsion  ne  présentent 
pas  plus  de  difficultés  lorsque,  au  lieu  d'un  couple 
unique  M',  on  en  a  un  nombre  plus  ou  moins  grand, 
répartis  d'une  manière  continue  ou  non  entre  les  deux 


\'%o 


Fig.  lU 

(1)  Cet  angle  est  éTtdemment  le  même,  en  Taleur  absolue,  pour  les  deax  portions  de  tige  Tel  T, 
puisque,  en  Tortu  mâme  des  deux  encastrements,  les  sections  AB  et  CD  ne  peuvent  tooroer  dans 
leur  plan. 


F 
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bases  :  on  sail  en  eîfel,  en  vertu  de  la  remarque  qui  vienl  d'être  faite 
loul  a  l'heure,  comment  chacun  de  ceux-ci  se  partage  entre  les  deux 
encastrements  et  par  suite  on  se  trouve  ramené,  pour  l'étude  de  ce  qui 
concerne  une  section  quelconque  SS',  au  cas  d'une  tige  sollicitée  par  un 
couple  connu  ([i,  ou  [i,,  suivant  qu'on  considère  l'une  ou  l'autre  des  deux 
parties  de  la  lige)  et  par  les  couples  situés  de  S  en  A  ou  de  S  en  C;  cela 
rentre  dans  les  questions  étudiées  précédemment  (§91). 


§  93.  —  Tige  creuse  à  section  clronlaire. 

Si  Ton  a  affaire  à  une  lige  creuse  à  section  circulaire,  les  considérations 
développées  au  paragraphe  88  sont  encore  évidemment  applicables,  c'est- 
à-dire  que  les  sections  droites  restent  planes  après  la  déformation;  on 
a  donc,  comme  précédemment  {$  90),  pour  condition  de  plus  grande 
cliarge 

et  comme,  en  appelant  d  et  W  les  diamètres  eztérïeur  et  intérieur, 


J  = 


'(J'-J'l 


ou  CD  déduit 


16  M'.  <t 


Quaut  k  l'angle  de  torsiun  0,  il  est  toujours  donné  par  la  relation  [g 


M',  h 


ce  i]ui,  dans  le  cas  actuel,  devient  « 

,  _  sa       M'.L 
k'  S'id'-ii') 

On  voit,  par  ces  formules,  quel  avantage  considérable  les  arbres  creus 
présentent  sur  les  arbres  pleins,  il  égalité  de  section. 


(  94.  —  Tiffe  ayant  la  forme  d'an  soUde  qaeleonq»e 
de  révolntloii. 


Si,  au  liou  d'iio  cylindre  droit  à  base  circulaire,  od  considère  un  solide 
quelcnrique  de  révolution,  on  peut  encore  admettre  comme  êndenl  que. 
par  raison  de  symétrie  (Ç  88),  l'axe  du  corps  ne  cesse  pasd'êlre  rertiligne. 
el  que  les  sections  droites  retient  planes  après  la  déformation  ;  c'est  du 
reste  ce  qui  résulte  de  ce  fait  que  Le  solide  en  question  peut  être  consi- 
déré comme  cotislilué  par  uiie  série  de  cylindres  de  hauteur  infiniment 
pelile. 

Il  résulte  rie  là  que  les  relations  obtenues  précédemment  sont  encore 
applicables    it  cliacune  des  tranches  comprises  entre  deux    sections 


Pi|.  145 


droites  infininienl  voisines,  de  sorte  qu'en  appelant  dx  la  distance  qui 
les  sépare,  d^  l'angle  inHnimenl  petit  dont  l'une  tourne  par  rapport  à 
l'autre,  et  J  leur  moment  d'inertie  polaire,  on  a 


G'.  J.  0 


=  M' 


_U\dx 
"   G'.J 
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B  qui  donne  par  conséquent  pour  la  valeur  totale  de  l'angle  de  torsion 

u,  en  appelant  d  le  diamètre  de  la  section  droite  considérée, 
•  =  .Tg'J       V'' 


intégrale  qu'il  est  facile  de  calculer  graphiquement  comme  au  para- 
^phe  £H. 
Quant  à  la  condition  de  plus  grande  charge,  elle  est  toujours  (§90) 


R'",  J 


M' 

M',  p' 
J 

16  M' 


Si  le  moment  de  torsion  M'  appliqué  â  la  section  considérée,  au  lieu 
il'i'lre  constant  sur  toute  ta  fiauteur  de  la  tige,  est  variable  suivant 
n'importe  quelle  loi,  les  formules  ci-dessus  sont  encore  éridemment 
applicables,  de  sorte  que  les  problèmes  relatifs  à  la  torsion  des  tiges 
cylindriques  de  révolution  soumises  à  des  couples  quelcoi^ques  connus 
se  trouvent  ainsi  résolus. 


Tiges  cylindriques  pleines  dont  la  section 
n'est  pas  circulaire. 


Lorsqu'une  tige  de  section  quelconque,  encastrée  d'une  manière  par- 
failement  rigide  et  soumise  à  un  couple  de  torsion,  n'a  qu'une  longueur 
txlréntement  courte,  il  est  bien  clair  que,  la  section  d'encastrement  res- 
tant forcément  plane,  toutes  les  autres  peuvent  être  considérées  comme 
étant  sensiblement  dans  le  même  cas  et  par  suite  les  considérations  et 
les  formules  précédentes  sont  encore  applicables  dans  ce  cas  particulier; 


S9S 
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mais  il  cesse  d'en  être  de  même  dès  que  la  tige  présente  wie  longueur 
appréciable,  et  les  problèmes  relatifs  à  la  torsion  deviennent  alors 
extrêmement  complexes  parce  que  les  sections  droites  primitivement 
planes  ne  restent  pas  planes,  de  sorte  que  les  glissements  ne  sont  plus 
proportionnels  aux  distances  à  l'axe  (').  Ces  phénomènes,  qui  semblaient 
présenter  des  difficultés  insurmontables  aux  études  des  géomètres,  onl 
été  l'objet  de  savantes  recherches  de  la  part  de  de  Saint-VenanI  qui,  le 
premier,  a  établi  les  lois  auxquelles  ils  obéissent  (*);  nous  nous  borne- 
rons à  en  résumer,  ainsi  qu'il  suit,  quelques-uns  des  points  principaux. 

Le  gauchissement  des  sections  droites  est,  en  général  et  pour  un 
même  genre  de  surfaces,  d'autant  plus  prononcé  que  leur  forme  s'éloigne 
davantage  de  celle  d'un  cercle  ou,  en  d'autres  termes,  que  leurs  dimen- 
sions maximum  et  minimum  diffèrent  plus  l'une  de  l'autre. 

Ce  gauchissement  ayant  pour  résultat  de  diminuer  la  résisUtnce  à  la 
torsion,  la  forme  circulaire  est  la  plus  avantageuse  de  toutes  à  égalité 
de  surface. 

Les  points  qui  fatiguent  le  plussent  situés  sur  le  contour  de  la  section 
et  occupent  siu-  celte  dernière  une  position  qui  varie  avec  sa  nature; 


Pig.  146 

ce  sont  ceux  qui  sont  le  plus  rapprochés  de  l'axe  si  l'on  a  affaire  à  un 
triangle  équilaléral,  à  un  rectangle,  à  une  ellipse, aune  étoile  àqualre 
branches,  etc.  ;  ils  sont  indiqués  par  la  lettre  D  sur  la  figure  IW.  On 
voit  donc  quelles  erreurs  grossières  on  commeltrail  en  admettant  que 
les  sections  droites  peuvent  être  considérées  comme  restant  planes  et 
par  suite  que  les  glissements  sont  proportionnels  aux  dislances  à  l'ase; 
les  deux  formules 


(1)  On  pwil  Moir  fceilsiMnl  nn»  idéa  àas  MtamttiaBt  qui  m  prodaiMl,  «n  lonUot  nu  pwa» 
dêl  prima,  psr  de  Siinl-VeDuit. 


► 
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relatives  à  la  torsion  des  cylindres  droits  à  baie  circulaire  (%  89  et  90) 
cessent  absolument  d"être  applicables  ('),  mais  il  est  facile  de  comprendre 
que,  pour  chaque  espèce  particulière  de  section  (carré,  rectangle, 
ellipse,  etc.),  on  puisse  se  lirer  d'affaire  moyennant  l'addition  d'un 
coefficient  spécial  de  correction  que  naus  allons  faire  connaître.  Nous 
commencerons  par  faire  remarquer  que,  dans  le  cas  d'un  cerule,  si  l'on 
pose 

û  ^  surface  de  k  section  —--K.d' 


les  relations  précédentes  peuvent  s'écrire 

0.0863%-*.^'=  M' 
0.282  R'".  'J'â'  =  M' 

Les  reclierchea  de  de  Sainl-VenanI  ont  montré  que,  pour  les  sections 
ci-après,  ces  équations  doivent  être  remplacées  par  celles-ci  : 

K'.R'".v/û»=M' 

K  el  K'  étant  des  coefficients  dont  les  valeurs  sont  données  parle  tableau 
suivant. 


,„»»„.  ....c.» 

K 

-' 

OBSKnVATlONB 

cercle    \<  'i'^  ') 
L._^ — J 

0.0253 

0,282 

(1)  Pour  Juuner  une  idée   de*   mAcomptos  aiuquela  conduirait   rapplicatioD  do  ces  rdatioas, 
nous  noua  bornerons  à  dire  quo  lu  premier  membre    ■  '   "    ds  la  première  d'entre  ollss  doit  (Ire 

DinUipliâ:  pour  ane  section  earr^,  par  k 
pour  un  reclangle,  par  un  coefficient  varia 
pu-  0,0186.  etc. 


J 


TALBCK  DQ  COBFPICIKHT 


FORMB  DK  LA  BBCnoi 


Triangle  éqnilatënl 


L a J 


Caire  ctinriligite  à  angles  ugos 

et  n  côtés  concaTea  ayant  -55  de 
flèclie. 


Carré  curviligne  à  angles  ar- 
rondis et  à  côtes  légèrement  con- 
carea. 


0,0238 

0,174 

0,0252 

0,130 

0,0260 

0,099 

0,0274 

0.«7 

0,0278 

0,000 

OBBBBTATIOn 


oj82y/î 


J=i.,o.i.(.-+C) 


.^=û. 


Û  =  1,064  a' 
J  =  0,192  n* 


Û  =  1,032  a 
J  =  0,179  a 


rORHB  Dl  LA  SICTIOH 


Etoile    CMTée    carriligne     k 
qoitre  pointée  arrondies. 


TALKD&  un  COKPlflOlRST 


OI1SEH.VAT10NH 


Û  =  1,220  H 
J  =  0,297  a' 


Double    spntnie  uialogne  à   du 

rail. 

ft  =  0,2  <i 


Û  =  0,291  a' 
J  =0,126  a* 


=  0,256  a' 
-  0,118  a 


Si  la  section  donnée  n'est  pas  l'une  des  précédentes,  on  verra  quelle 
est  celle  dont  elle  se  rapproche  le  plus  et  on  en  déduira,  par  analogie, 
«tes  valeurs  approximatives  de  Ket  de  K'clont  l'exactitude  sera  en  géné- 
ral suffisante  au  point  de  vue  pratique. 

Il  esta  remarquer  que,  malgré  des  différences  considérables  de  formes, 
le  coefficient  K  varie  peu  (de  0,0253  à  fl.02H  dans  les  exemples  ci- 
dessus)  et,  comme  d'ailleurs  on  a 

.        M'.  L    J  , 


on  voit  que  la  déformation  O  est  sensiblement  proportionnelle  à  ~^^ 

Pour  une  valeur  donnée  d'une  surface  non  évidée  Q,  il  y  a  donc  un  inté- 
rél  considérable,  au  point  de  vue  de  la  raideur  des  pièces,  h  réduire  le 
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plui  possible  le  moment  d'inertie,  c'est-à-dire  à  faire  usage  de  tiges 
rondes;  c'est  précisément  l'inverse  de  ce  qu'on  serait  amené  à  croire  si 
l'on  supposait,  à  tort,  que  les  sections  droites  des  piècesnon  circulaires 
restent  planes  pendant  la  torsion. 

Une  remarque  analogue  à  la  précédente  est  applicable  à  la  valeur  de 
la  plus  grande  charge  par  millimètre  carré  R'"  des  points  les  plus  fati- 
gués ;  pour  diminuer  le  plus  possible  cette  dernière,  il  confient  de  faire 
usage  de  tiges  circulaires;  tout  emploi  de  nervures  donne,  à  surface 
égale,  de  mauvais  résultats. 


f  96.  —  Tiges  cylindriques  orenses  de  faible  épaisseur 
dont  la  section  n'est  pas  circulaire. 

Si  l'on  veut  étudier  la  torsion  des  liges  cylindriques  creuses  de  section 
quelconque,  on  se  trouve  en  présence  de  difficultés  plus  grandes  encore 
que  s'il  s'agissait  de  pièces  pleines  ;  dans  le  cas  où  l'épaisseur  est  faible, 
on  pourra  pratiquement  considérer  la  résistance  de  la  tige  considérée 
comme  sensiblement  égale  à  la  différence  des  résistances  du  cylindre 
extérieur  et  du  moyeu  cylindrique  intérieur  supposé  plein,  ce  qui  conduit 
aux  relalioEis 

K'.  R'".  {)/â^  -  ^fQ})  =  M' 

dans  lesquelles  on  prendra  pour  K  et-K'  les  valeurs  données  précédem- 
ment. 


%91.  ~  Calcul  du  moment  dlnertie  polaire  d'une  section. 


Les  formules  qui  précèdent  contiennent  le  moment  tTinerlie  polaire 
de  la  section  droite  des  tiges  soumises  à  la  torsion.  Sa  valeur  est  facile 
déterminer  au  moyen  de  la  relation  connue 
J  =  J'  +  J" 
lelle  y  cl  J"  représentent  les  moments  d'inertie  de  la  section 
ïorl  à  deux  axes  rectangulaires  quelconques  passant  par  le  centre 
^;  quant  au  calcul  de  J'  et  J",  on  l'effectuera  comme  il  a  été  dit 
B^phes  r>3,  65,  70. 
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Les  valeurs  de  J  relatives  à  un  certain  nombre  do  siciinns  oui  lilc 
données  au  paragraphe  95;  il  est  donc  inutile  de  les  i'itIm'  lio  iKmveiiti 
ici.  Nous  ajouterons  seulement  que,  pour  l'hexagone  f  1  j'i^i-in^rnup  i'(''y:ii- 
liers.  on  a  respectivement 

J  =  0,0677.  d* 
et 

J=  0,0798.  d* 

d  étant  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  chacun  de  ces  |iolyj;onos- 


.  —  Détermination  du  dlamôtre  des  arbres 
de  transmission. 


11  résulte  de  ce  qui  précède  {§  90)  que  le  diamètre  //  irim  inlji-i'  rond 
soumis  à  l'action  d'un  couple  M'  se  détermine  par  la  funnulc 

fe- «"'■•'=«■ 
d'où 

la  charge  par  millimètre  carré  R"'  admissible  en  touli=  siVunlO  (ManI 
prise  sur  le  tableau  du  paragraphe  99. 

Cette  formule,  parfaitement  suffisante  pour  toutes  los  libres  qui  sont 
sounises,  au  repos,  à  l'action  d'un  couple  M',  ne  tienl  pas  coiiiple  ùi.- 
l'angle  total  de  torsion  9  qui  leur  est  imprimé;  or  rc  ileriiicr  a  une 
importance  considérable  pour  les  arbres  qui,  animés  irnii  iiiinivi'iiii-nl 
plus  ou  moins  rapide,  reçoivent  et  transmettent  le  ninuvfiiinii  ilvs  Tim- 
cliines;  dans  ce  cas,  qui  est  de  beaucoup  le  plus  fri-([iii'iil.  il  imiuirlc 
essentiellement  que  6  n'ait  pas  une  valeur  trop  considi'riiMc  Inisqy'il 
s'agit  d'un  arbre  ou  d'une  file  d'arbres  présentant  une  IniiLnicur  iii]  peu 
grande,  car  il  se  produirait  alors,  dans  tout  l'ensemble  du  syslûiiii',  df  s 
mouvements  vibratoires  plus  ou  moins  considérabli>s  r'niinfmmoul 
fôcheux  au  point  de  vue  non  seulement  de  la  solidité,  mois  ciii'uii'  de  la 
régularité  qui  est  nécessaire  dans  le  mouvement  de  tous  1rs  nrj-'oncw.  La 
valeur  maximum  admissible  pour  l'angle  6  dépend  t'^illl'rl^llolll  du  In 
longueur  des  arbres  ainsi  tordus  et  varie  par  conséqio'iif  Uun  i-;is  a 
l'autre;  mais,  quelque  grande  que  soit  celte  dernière,  nn  priit  ailiiifUtt', 


i 


comme  résultai  pratique,  qu'il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  aller  jusqu'à 

1  l' 

environ  7  de  degré  de  torsion  par  mètpe  coijrant,  c'est-à-dire  j^wg:   par 

millimètre,  ce  qui  donne 

a_    1      JK 
t~  4000' 360 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  {§  89) 

T.         I  ■■■".<<■_», 

«:>■  — r "  • 


».,{/|: 


Il  est  donc  uécessaire,  pnur  li's  niliTcs  soumis  à  la  torsion,  de  prendre 
pour  rf  la  plus  forte  des  deux  vîik'urs  fournies  par  cette  équation  et  par 
celle  qui  a  été  déduilc  de  la  roiuiilioii  de  plus  grande  charge 


Dans  la  pratique  il  arrive  le  plus  souvent  qu'on  connaît  non  pas  le 
moment  H'  qui  U'iid  à  lordre  un  arlire,  mais  le  nombre  de  chevaux  C  de 
75  kilograiniiièli-es  que  Irausniet  ce  ih-rnier  et  le  nombre  detoursnqu'il 
fait  par  miiiuJi?;  nr  on  a,  en  ayant  snin  de  remarquer  que,  en  vertu  des 
unités  que  nous  avons  adoptées,  le  (iremier  membre  de  l'équation  ci- 
dessous  représenlc  dos  kUogrammiUimètres 

M'.2..|; 

:^^—^  =  1000  C 


ildo  pftflseriimiKiiiiaUiiK  iildela  valeur  de— à  celle  de  M'. 

llîeu  d'.iVTiir  (li's  arbres  ronds,  on  a  affaire  à  des 

-secliun  i|iieliiiin]ue,  les  considérations  et  les  calculs 

■aphe  leur  sonl  évidemment  applicables,  à  condi- 

00  parte  des  formules  qui  concernent  ces  corps 

paragraptiL'  95  avec  les  valeurs  pratiques  des 


i 


\ 


g  99.  —  Valenr  du  ooefBolent    d'élasticité  de  torsion  G'. 
Valeor  de  la  charge  ma-gimnin  de  glissement  par 
B/m  carré  qa'on  pent  adopter  avec  sécurité. 

Si  les  phénomènes  qui  se  produisent  pendant  la  torsion  d'un  cylindre 
droit  à  base  circulaire  étaient  entièrement  assimilables  à  ceux  du  cisail- 
lement, il  conviendrait  d'adopter,  pour  les  uns  comme  pour  les  autres, 
les  mêmes  valeurs  du  coefficient  d'élasticité  et  de  la  charge  maximum 
par  millimètre  carré  If"  ^  G',  i'  qu'on  peut  appliquer  avec  sécurité  ; 
mais  les  premiers  sont  d'une  nature  plus  complexe  que  les  seconds  dans 
lesquels  les  glissements,  au  lieu  d'être  perpendiculaires  aux  rayons  pas- 
sant par  le  centre  de  chaque  section,  sont  parallèles  à  une  même  direc- 
tion. C'est  donc  à  l'expérience  qu'il  convient  d'avoir  recours  pour  déter- 
miner les  nombres  en  question  relatifs  à  chaque  espèce  de  matière.  Pour 
obtenir  G',  on  peut  se  servir  de  l'un  des  appareils  qui  ont  été  imaginés 
pour  l'étude  expérimentale  de  la  torsion;  il  suffît  en  elTet,  après  avoir 
mesuré  S,  d'avoir  recours  à  la  relation  (§  89) 


G'  = 


fâ  M'.L  I 


Ces  mêmes  expériences  permettraient  de  déterminer  les  forces  de  glis- 
sement par  millimètre  carré  R'"  qui  commencent  à  altérer  l'élasticité,  t-t 
celles  qui  produisent  la  rupture  ;  malheureusement  il  n'a  jamais  été  fait 
d'essais  très  complets  à  ce  sujet  et,  si  G'  n'est  pas  connu  bien  exacte- 
tement,  il  règne  une  incertitude  plus  grande  encore  sur  la  \  aleur  des 
charges  dont  nous  venons  de  parler.  Les  nombres  qui  figurent  dans  le 
tableau  suivant  ne  doivent  donc  être  considérés  que  comme  approxima- 
tifs; on  verra  que,  sauf  pour  les  bois,  ce  sont  les  mêmes  que  ceux  qui 
sont  relatifs  au  cisaillement:  telle  est  en  effet  la  conclusion  à  laquelle 
conduit  la  discussion  des  résultats,  parfois  assez  peu  concordants,  obte- 
nus par  les  divers  expérimentateurs  qui  se  sontoccupés  de  celle  question. 
Comme  pour  le  glissement,  nous  ferons  remarquer  qu'ils  ne  s'éloignent 
pas  beaucoup  des  formules  théoriques  (§  37  et  41) 

G'=|e         .-=81  =  21  E"=  G'.  .-  =  *-« 

Il  importe  d'ailleurs  essentiellement  de  ne  pas  oublier  que.  suivant  la 
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remarque  que  nous  avons  déjà  faite  (§  16),  l'effort  tt-aït 
dans  chaque  cas  spécial,  être  fixé  d'après  les  i.:-=i.ir' 
constructions  analogues  ayant  fait  leurs  preuves  de  >.  1.  i_:c 
sant  lé^fères. 


Bésistanee  à  tm 


Per. 

Acier  doux 

Fonte 

Cnirre  roage 

Luton 

Bronze  à  10*/,  d'étùn . 

Cbèoe 

Pin.  ... 


pu  idUUbMm  cui« 

qrfo. 

cr 

peut  ippliqMr  «tm  OeonU 

6^,00 

70i.*> 

6,00 

rsc»;- 

1,70 

4C00 

3.00 

4»» 

1,70 

*  l'A' 

2,00 

l'«> 

0,30 

4ijO 

0,88 

Mf 

CHAPITRE    VII 


RÉSISTANCE   COMPOSEE 


RESISTANCE    COMPOSEE 


g  100.— Définition  de  la  résistance  composée. 


Dans  les  chapitrât;  qui  précèdent,  nous  avons  étudié  le  cas  de  snii 

sollicités  par  des  forces  produisant  soit  une  traction,  soit  une  coiii|i 

sion,  soit  un  glissement,  soit  une  flexion,  soU  enfin  une  torsion;  ur.  li 

la  pratique,  il  arrive  souvent  qu'une  même  pièce  est  soumise  à  ]n  lu 

plusieurs  de  ces  divers  genres  d'efforts  et  il  importe  essentiellenKiit 

savoir  calculer  quelle  est  alors  la  charge  totale  des  fibres  les  pln-^  l 

^niées,  afin  d'être  en  mesure  de  déterminer  les  dimensions  qu'il  cnwl 

d'adopter.  C'est  de  ce  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  miii 

nant  :  pour  le  résoudre  nous  nous  appuierons,  toutes  les  fois  qnr  i 

sera  possible,  sur  le  principe  de  !a  superposition  des  petites  di'i'uri 

lions,  c'est-à-dire  que  nous  combinerons  géométriquement  enlrei  ii\ 

dépla*'einents  molécidaires  dus  à  chacun  des  efforts  en  question  cm 

ijérés  isolément  (5  1).  Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  cette  façon  d'ii|i" 

ne  saurait  être  admise  quand  le  fait  même  de  l'existence  des  foiirs 

jeu   modifie  d'une  manière  sensible  soit  la  valeur  de  quelque-;  n 

d'entre  elles,  soit  leurs  bras  de  leviers;  nous  allons  en  trou  m  ( 

esetnpie  en  nous  occupant  des  pièces  qui  sont  à  la  fois  fléchies  ci   < . 

primées. 


COMPRESSION  ET  riKIIOll. 
PIÂCSS  CHAR68SS  DBBODT,  ATANT  UMB  SHTIOI  COISUIRB. 


S  101 .  —  Pièce  oha^ée  deboat  et  articolée 
A  ses  deux  extrémités. 


I  i  : 


En  étudiant  les  phénomènes  de  compression,  nous  avons  toujours 
admis  Jusqu'ici  que  les  corps  considérés  sont  très  courts  relativemenl  à 
la  plus  petite  dimension  de  leur  base.  Supposons 
maintenant  qu'il  n'en  soit  plus  ainsi  et  que  nous 
ayons  affaire  à  une  tige  plus  ou  moins  longue  AB  qui 
soit  soumise  à  un  effort  de  compression  F  dirigé  sui- 
vant son  axe  et  dont  l'extrémité  libre  B  soit  astreinle 
â  rester  sur  la  bgne  droite  AB.  L'expérience  prouve 
qu'il  existe  une  certaine  valeur  minimum  de  F  au 
dessous  de  laquelle  la  pièce,  légèrement  fléchie  par 
une  cause  accidentelle,  se  redresse  naturellement, 
tandis  qu'au  delà  de  ce  point  un  accroissement,  même 
assez  faible,  de  la  force  de  compression  donne  lieu 
déralale  et  met  la  pièce  en  danger  de  se  rompre.  Cellen^i 
est  donc,  à  ce  moment,  comme  en  équilibre  instable  et  se  trouve  dans  des 
conditions  inadmissibles  dans  la  pratique  ;  on  conçoit  donc  qu'il  y  a  un 
intL-ftit  capital  à  ne  jamais  atteindre  la  valeur  en  question  que  nous 
«lions  niainlenant  nous  occuper  de  déterminer. 

Traitons    d'abord    le  cas 


Flg.  147 

à  une  flèche  ( 


XB    ^ 


Batton 


d'une  poutre  droite  de  lon- 
gueur L  articulée  à  l'exlié- 
mité  A  tandis  que  l'autre  B 
est  assujettie  à  se  mouvoir 
sans  frottement  sur  la  droite 
AX  sans  pouvoir  s'en  écarter; 
nous  supposerons,  coiiiiiic 
dans  toul  ce  qui  va  suiue, 
comlante.  Imaginons  que,  prenant  l'extrémité  B  à  la  uiaiit- 


riE.  I4B 


E.I. 


-  *27  -  §  101 

nous  forcions  la  pm:ci  à  pi-eiidre  une  forme  très  légèrement  courbe 
leile  que  AB  =  a  <  L,  et  appelons  F  la  réaction  qu'elle  exerce  dans  la 
(lireclion  AB.  Si  les  deux  points  A  et  B  étaient  réunis  par  un  tirant  de 
longueur  a,  F  serait  ta  tension  qu'acquerrait  ce  dernier  quand  l'équi- 
libre se  serait  produit:  ce  que  nous  nous  proposons  de  déterminer, 
c'est  la  valeur  minimum  qu'il  fiiul  donner  à  F  pour  que  la  fiexion  de  la 
pièce  primitivement  droite  commence  à  se  produire. 

La  poutre  AB  pouvant  être  assimilée  à  un  arc  flexible  en  équilibre 
sous  l'action  seule  des  deux  forces  F  dirigées  suivant  la  corde  AB,  on 
u,  pour  une  section  transversale  quelconque  nn',  en  désignant  pari 
soii  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  a,  a.'  perpendiculaire  au  pkn  de 
flexion 

le  signe  —  étant  dû  à  cette  circonstance  que  -^  est  négatif  dans  le  cas 
actuel  (§  46). 

La  section  de  la  pièce  étant  su]iposée  la  même  sur  toute  sa  longueur, 
I  est  une  quantité  constante  et  l'intégrale  générale  qui  satisfaitâ  l'équa- 
lion  ci  dessus  est 

//  ^=  C .  eiu  ma:  +  C' .  cm  mx 

p 
m  étant  égal  a  ^ 

On  a  d'ailleurs 
Q'=o,    puisque   p  =  o   pour  x^=o, 
dy 
C  =  /',puisque,  pourlepoinlmilit;u^  =  o  et  par  suite  cos  mx=o   et 

sin  nix=:l,  f  étant  la  valeur  de  la  petite  flèche  donnée  arbitrairement 
il  la  pièce. 

Il  y  a  encore  une  autre  équalion  de  condition  à  laquelle  on  doit  satis- 
faire :  il  faut  en  effet  que.  pour  x=a,  on  ait  y=o,  et  par  conséquent 

0  —  /■.  sin  ma 

Comme  f  n'est  pas  nul  par  bypotbèse,  on  doit  donc  nécessairement 
avoir 

sin  ma^  o 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  donne  à  a  une  valeur  leûe  que 
m,  a  =  au  moins  r 


il=W^ 


Les  doformations  étant  toujours  très  faibles  (sans  quoi  nos  formules 
ne  seraient  pas  applicables)  ('),  on  peut,  sans  erreur  sensible,  remplacer 
a  par  L,  ce  qui  donne  la  relation  due  à  Euler 


Telle  est  la  condition  que  doit  remplir  la  force  de  compression  pour 
que  le  ptiénomène  de  flexion  se  produise;  tant  que  F  n'atteint  pas  celte 
valeur,  la  pièce  reste  droite.  Le  problème  que  nous  nous  étions  proposé 
se  trouve  donc  résolu  puisque  nous  savons  quel  est  le  point  au-dessous 
duquel  doit  toujours  se  maintenir  la  force  de  compression. 

Si  û  est  la  surface  de  la  section  transversale  de  la  pièce  et  r  le  rayon 
de  giration  de  cette  section,  de  telle  sorte  que  l  =  û.  r*,  la  relation  pré- 
cC'dPiile  peut  s'écrire 


Li  encore 

là- 


;  ■  E.  Q 

W 


(^)' 


(0 


Il  est  bien  clair  d'ailleurs  que,  en  appelant  R'  la  charge  à  la  com- 
pression par  millimètre  carré  admissible  avec  sécurité  pour  les  pièces 
courtes  (§  93),  l'effort  exercé  F  doit  être  inférieur  à  K'.Q, 

F<  R'.Û 
OU 

F 

sans  quoi  la  pièce  serait  trop  chargée  au  point  de  vue  de  la  compression 
simple  sans  flexion. 

(1)  On  sup|ioMfgalam«nl,biaa«DUndn,  qua  1>  limite  d'ilutieité  n'ait  Aifuté»  en  aucun  point 
de  lu  pièce. 
(3)  Dans  la  eu  parLicolier  d'oM  pitce  circulura  pleiiM  ds  dlMnèlre  D,  catle  raUtion  dcTisal  : 


°«  ihï 
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S  102 


§  102.  -  Diverses  valeurs  de  la  force  nécessaire 

pour  produire  la  flexion. 

Nous  venons  de  voir  que,  pour  que  f  ne  soîl  pas  nul,  c'est-à-dire  pour 
qu'il  y  ait  flexion,  on  doit  avoir 

sin  ma  =  o 
équaUon  qui  est  satisfaite  non  seulement  pour  m.a=ic,niais  encore  par 

171.  d  =^  K*  7C 


K  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
On  déduit  de  là 

F 


E.  I 


a»  =  K«.  »" 


ou,  en  remplaçant  a  par  L  (§  101), 


F=K*. 


K*.E.  I 


La  solution  K=l  correspond  au  cas  où  la  pièce  déformée  prend  la 
forme  de  la  figure  148,  puisqu'on  a  alors  évidemment  m.a:=iç. 
Si  le  milieu  de  la  poutre  est  assujetti,  par  un  moyen  quelconque,  à 


rester  sur  la  droite  AB,  on  a  alors  m.a^=^^^  avec  la  forme  indiquée  par 

la  figure  149,  ce  qui  correspond  à  K  =  2;  la  force  nécessaire  pour  opérer 
un  commencement  de  flexion  est  4  fois  plus  grande  que  tout  à  l'heure, 
^^  qui  est  évident  a  priori  puisqu'on  se  trouve  dans  le  même  cas  que  si 
ûû  avait  affaire  à  une  pièce  AD  de  longueur  deux  fois  moindre. 

£n  général  si  n  est  le  nombre  total  des  points  assujettis  à  rester  en 
^ipe  droite,  y  compris  les  deux  extrêmes,  on  a  K  =:  n  —  1  et 


F  =  («  —  !)•. 


«•.E.I 


5  108  -  H»  - 

On  voit  donc  qu'en  multipliant  suffisamment  les  points  d'appui,  on 
met  la  pièce  dans  des  conditions  teUes  qu'eUe  peut  être  considérée 
comme  travaillant  simplement  par  compression,  sans  flexion. 


§103. 


-  Pièce  chargée  debout  et  encastrée 
&  ses  deux  extrémités. 


La  pièce  AB  étant  encastrée  à  ses  extrémités,  nous  supposons  que 
l'encastrement  A  est  fixe  tan- 


1"" 


l'autre  se  déplace 
parallèlement  à  lui-même 
d'une  certaine  quantité,  arbi- 
traire mais  faible,  de  telle 
sorte  que  les  points  A  et  B 
restent  toujours  situés  sur 
i  la  direction  primitive  de  l'axe 

■^''  Pig.  150  AB.    Chaque    encastrement 

donne  lieu  à  un  couple  [i  et  à  une  force  F,  de  telle  sorte  que,  pour 
une  section  transversale  quelconque  «n',  on  a 


Pour  intégrer  cette  équation,  posons 

[X  —  F.  .V  =  — 


D'où  pour  intégrale 

F 
m*  étant  égal  a  g-; . 

On  a  donc 


E.  I.a=_F.,,' 
=  C.8iQmic  +  C'.co3w 

—  £  +  ff  =  C.Binmïï+0'.i 


V  =  -J+C,BiQmï  +  C'.cosmx 
Pour  «  =  o,  on  a  tf  =  0  et  pftT  anit«  C  —  —  S  • 
Pour  m  =  0,  an  A  -^  =:o  et  par  suite  C  =  o 


—  231  — 


§104 


On  en  déduit 


y  =  ^  (1  —  C08  ma;) 


Il  faut  en  outre  que,  pour  y  =o,  on  ait  a?=a,  ou  sensiblement  a;=L, 
ce  qui  donne 

è  (1  —  cos  m  L)  =  0 

Donc  si  a  n'est  pas  nul,  c*est-à  dire  s'il  y  a  flexion,  on  a  nécessaire- 
ment 

cos  m  L  =»  1 

et  par  suite 

m.  L  =  2  ff 

D'où,  en  remplaçant  m  par  sa  valeur. 


P=4 


L« 


Telle  est  la  valeur  minimum  que  doit  acquérir  la  force  de  compression 
pour  que  la  flexion  commence  à  se  produire  ;  en  comparant  ce  résultat  à 
celui  qui  a  été  obtenu  au  paragraphe  101,  on  voit  que  le  double  enca- 
strement quadruple  la  charge  qu'on  peut  appliquer. 


::  104.  —  Pièce  chargée  debout,  encastrée  &  une  extrémité 

et  guidée  &  l'autre  suivant  sa  direction  primitive. 


Dans  ce  cas  le  guide  B  donne  évidemment  lieu  aux  deux  forces  F  et 


F\   de  sorte   que  Téquation 
d'équilibre    relative    à   une   A  ■  - 
section  transversale  quelcon- 
que nn'  est 


E.L0=-F.y+F(a-a:) 


Yl 


Si  Von  pose 


m*  = 


F 
E.I 


Fig.  151 


»     n«  = 


E.  I 


X 


1  -'-•  -îriaj  îiti:**»n»^..  r.me  ^rec^r^iMBinenL  queréquation  ci-dessus 


—  W'.  ^-r**.  .«— r    =:C.»B«+C.C08 


»i  i  :  T_— ir 


=  ff.  y  =  ««iptf  SBie  C*  =m*.  a. 


r-~    -.  t:  :-,*r  i-rr^Lr:^  r«f^ûjQ  de  coodition,  0  feul  que,  pour  y=Oy 
z  i.i  x=:«  .  :i  *rr-iirl-fzi«i:  x=L  ;  oa  en  déduit 


C.naL4-C'.co0«L=:« 

es 

■•  L  =  tamg  vL 

Le  r.-rff  \-rLi  M  c*est-a-^lire  la  force  F)  n*étant  pas  supposé  nul,  cette 
t-^iati.a  exl^-e  que  Tare  m.L  soit  égal  à  K7*Î7',  ce  qui  donne 

«.  L  =  Md8 

ou  bien,  en  remplaçant  m  par  sa  Taleur, 

^•L- =20.187 
F  -=  20,187.  ^ 

expression  que  nous  écrirons  sous  la  forme  suivante  pour  pouvoir  la 
comparer  à  celles  qui  précèdent 

F  =  2.046.  îl:^^ 
ou  sensiblement 

Telle  est  la  valeur  minimum  que  doit  avoir  la  force  de  compression 
pour  que  la  flexion  puisse  se  produire. 
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S  105 


Si05. 


Pièce  chargée  debcut,  encastrée  &  une  extrémité 

et  libre  &  l'aatre. 


tt — ^..x — 4 


Si  Ton  appelle  f  la  flèche  B  B'  prise  par  la  pièce,  il  est  facUe  de  voir, 
après  ce  qui  a  été  dit  précé- 
demment, que  l'équation  d'é- 


quilibre est 

E.  I.^-  F.  if"  y) 

D*où  pour  intégrale 
y=y-|-C.  sinwMP  +  O'.oosma? 

m*  étant  égal  a  ^  . 


Flg,  152 


On  a  d'ailleurs  : 


pour  «=  0,  .y  =  0  et  par  suite  C'= — f, 
ponr  X  =  Of'-^=-  0  et  par  suite  C=  o 


On  a  donc  en  définitive 


y  =/(l  —  cos  mx) 


Enfin,  pour  a?=L,  y=f,  de  sorte  que,  si  /"n'est  pas  nul,  on  a 

eoa  m  L  ~  0 

T    ^  * 
m.  L  -| 


D'où   pour  valeur  minimum  de  la  force  nécessaire  pour  produire  la 
ûexion 


T,      1    ïc«.  E.  I 


106  —  234  — 


g  106.  —  Liimites  dans  lesquelles  la  formule  d'Euler 
est  applicable.  Comparaison  avec  les  résultats  d'expérience. 

Comme  nous  avons  eu  Toccasion  de  le  dire  déjà  bien  des  fois,  les  for- 
mules théoriques  de  la  Résistance  des  matériaux,  ne  sont  applicables 
que  quand  l'élasticité  n'est  altérée  en  aucun  point  des  pièces  étudiées 
(§  17);  or,  si  Ton  se  reporte  à  Tun  quelconque  des  cas  étudiés  précé- 
demment, par  exemple  à  celui  d'une  pièce  articulée  à  ses  deux  extré- 
mités (§  101),  on  voit  qu'il  peut  parfaitement  arriver  que  la  force  par 
millimètre  carré  nécessaire  pour  produire  les  phénomènes  de  flexion 


(r)' 


1  (1) 


soit  supérieure  à  la  limite  d'élasticité  à  la  compression  (R'  par  exemple) 
et  cela  arrivera  même  forcément  lorsque  le  rapport  —  sera  assez  faible 
pour  qu'on  ait  (dans  le  cas  de  pièces  à  double  articulation) 

Dans  ces  conditions,  par  suite  du  fait  seul  de  la  compression,  la  limite 
d'élasticité  est  atteinte  et  même  dépassée  avant  que  la  flexion  ait  lieu, 
et  par  conséquent  les  calculs  des  paragraphes  précédents  ne  sont  plus 
exacts,  puisque,  comme  nous  venons  de  le  dire,  l'hypothèse  générale 
qui  leur  sert  de  base  cesse  d'être  réahsée.  S'il  s'agit  de  pièces  en  fer, 
on  a  environ  E=19000  et  R'  =  12  kg.,  d'où 

l^  <  125 
r 

Pour  la  fonte  de  fer,  en  prenant  E=9500  et  R'=24  kg.,  on  aurait 

-  <  62,5 

r 

(1)  Dans  le  cas  des  paragraphes  103,  104  et  105,  le  radical  de  cette  inëgalitâ  devrait,  comœo 
on  le  Toit  de  suite,  être  respectitement  moltiplié  par  les  coefficients  2,  /T  et  \ . 
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§106 


Ces  chiffres  ne  doivent,  bien  entendu,   être  considérés  que  comme 
approximatifs  (*). 

Ce  n'est  évidemment  qu'au-dessus  de  cette  limite  que  la  formule 
d'Euler  peut  être  conforme  à  la  réalité  des  choses,  et  c'est  bien  là  en 
effet,  ce  que  confirme  Texpérience.  En  particulier  dans  des  essais  faits 
par  Hodgkinson  sur  des  colonnes  cylindriques  en  fonte  de  fer,  il  a  été 

trouvé  que  pour  yy  compris  de  25  à  120,  la  charge  de  rupture  est  repré- 
sentée par  l'expression 

J)S.6 


constante  X 


L*'^ 


résultat  qui  cadre  assez  bien  avec  la  formule  d'Euler  puisque  celle-ci 
donne 

F  =  — p —  =  constante  X  yj 

Des  expériences  récentes,  exécutées  dans  d'excellentes  conditions  de 
précision  sur  divers  échantillons  de  fers  et  d'aciers  par  M.  Considère, 
Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  ont  montré  que,  dans  le  cas 
de  pièces  articulées,  la  formule 


F  = 


«•.E.I      «VE.  û 


L* 


(^r 


■rij 
----   *A| 


*  *.! 


t    '  3   .■        *  •* 


J^^ 


•  v<M 


.-  'f  * 


donne  des  résultats  parfaitement  conformes  à  la  réalité  quand  -  atteint 

et  dépasse  environ  140  tandis  qu'au-dessous  de  ce  chiffre  elle  s'écarte 
de  plus  en  plus  des  nombres  observés,  en  restant  notablement  au-dessus 
de  ces  derniers.  11  a  été  en  outre  constaté  que  l'effondrement  de  la 
pièce  chargée  debout  se  produit  aussitôt  après  l'apparition  de  la  pre- 
mière flèche  sensible  (■). 

(1)  Dans  le  cas  d'une  pièce  circulaire  pleine  de  diamètre  D,  le  rayon  de  giration  r  est  égal  à 
j-  y  ee  qui  donne  euTiron 

g  <  30  pour  le  fer, 

=r  <  15  pour  la  fonte. 

(2)  Divers  expérimentateurs,  opérant  sur  des  colonnes,  ont  constaté,  au  contraire,  que  la  rup- 
ture n'avait  lieu  que  pour  des  charges  notablement  supérieures  à  celles  qui  déterminaient  la 
première  flèche  sensible  ;  'mais  cela  tenait  à  ce  que  le  fait  même  de  la  production  d'une  petite 
déformation  faisait  varier  la  position  du  point  d'application  de  l'effort  de  compression,  ou  bien 
encore  à  ce  que  l'articulation  des  colonnes  était  constituée  par  des  broches  de  fort  diamètre  don- 
nant lieu  à  un  grand  frottement. 


I 


à 


En  rr«aiD^.  I«  U/nnjd^  'JTùrr  a'-^t.  théorîqaemenl  et  pratiquement, 
)t>j>liraUr  qui  <]«  bar**  r^i.r.ï-^ntf'nt  toognes,  dans  lesquelles   le 

nppi'frl  -  *»<  ■«I*''^''''  '"^  "^ïJ^'i^  ï?  proïimatiïes  indiquées  plus  haut. 
Au-dr*»"U*  <Ju  j>"iDl  ^  7ii>:Kii.&  >«  ptiêuomèDes  sont  beaucoup  plus 
romplïW»,  comme  a-.-^  ïir-.cs  ."  >:caii.>Q  de  le  faire  remarquer  en 


•*  (07.  —  Formate*  enqiMqiiesdfHiiuuit  la  charge  de  raptnre 
des  pouaoz  et  des  colonnes.  Cbarge  qn'on  pont 
adopter  avec  sécnrlté. 


I>tr  m'inlt^iu^  expériences  ont  été  faites  pour  déterminer  la  fotw 
de  cumpr^Miou  qui  produit  la  rupture  des  pièces  chargées  debout  et 
tv  partîfuli^''  de  celles  qui  sont  employées  comme  poteaux  oucoloones; 
-,ais,  pour  de9  raisons  dont  quelques-unes  ont  été  indiquées  dans  une 
rA-  tjg  pjragrapiie  précédent,  les  résultats  obtenus  par  les  divers  ei- 
_.fHDaittl«c^  ^"^  '**'"  '^'^^^  concordants  et  quelques-uns  présentent 
^gkt  drt  anomalies  inadmissibles.  Comme  nous  l'avons  dit  (5  li*-: , 
a.  -.-tiBswi  a  trouvé  qut',  pour  des  colonnes  cylindriques  à  bases  i^tes 
*^''«il«  de  fer  dont  ta  longueur  L  varie  de  iô  k  120  fois  le  diamètre  D. 
a  IwT*  «-dessus  F  satisfait  à  IVgalitè 


rtjson  des  exposants  ftacliounaires,  IVmpÀii  de  celle  fcrmuJe  «a 

«Bunode  ;  la  suivanlo.  ojralemeïH  empirique,  dans  laquelle  ù  e:  1 

l|^*^(pnl  la  surface  ol  le  plus  jv!:!  des  a:;-!:  r.:s  d"i;ie-Je  îe  la  ser- 

7''*^le  (circulaire ou  uonl  du:-.e  c.:.:.r.e  ;  Vi:-.e  ou  f,->rase-  est  ph» 

»applique>"; 


F  = 


^|[t«rr  ier«j\i:::îf  ç-i;.,.-  tt; .- .tti iItt  ât  Jt  spcliaii. 
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a  clb  êlaiil  deux  coeftîi'ienU  numériques,  variables  d'un  corps  à  l'autre 
mais  indépendaiils  de  la  forme  de  la  section  transversale  pourvu 
qu'elle  ne  s'écarle  pas  trop  de  celles  qui  sont  habituellement  employées  ; 
fptte  formule  donne  des  résultats  sufBsamment  exacts  dès  que  la  hau- 
teur dépasse  une  vingtaine  de  fois  le  plus  petit  côté  de  la  base,  c'est-à- 


dire  à  partir  d' 


=  70. 


Connaissant  F  au  moyen  de  la  relation  précédente,  on  en  déduira  la 
cliarge  qu'on  peulappliqueravec  sécurité,  en  adoptant  pour  celle  dernière 
uiie  certaine  fraction  de  F  plus  ou  moins  heureusement  choisie,  qui, 
par  analogie  avec  ce  qui  a  été  admis  pour  les  pièces  courtes  {§  IG  et  33), 


1 


1 


pourra  être  environ  j  pour  le  fer,  ^  pour  la  fonte  et  ,~j^  pour  les  bois  ('). 

Le  problème  relatif  au  calcul  des  pièces  chargées  debout  se  trouvera 
ainsi  résolu;  mais  dans  la  pratique  il  est  préférable,  croyons-nous, 
d'avoir  recours  au  mode  de  détermination  que  nous  allons  indiquer. 


-  Poteaux  en  bois  &  section  carrée, 
terminés  par  des  twses  plates. 


Si  l'on  a  affaire  à  des  poteaux  carrés  en  bois,  terminés  par  des  bases 
planes  perpendiculaires  à  leur  longueur,  les  expériences  de  Rondelet  el 
celles  de  Hodgkinson,  confirmées  par  la  pratique  des  conslruc leurs,  mon- 
trent que  le  nombre  de  kilogrammes  par  miUimèlre  carré  qu'on  peut 
faire  porter  avec  sécurité  à  la  matière  est  donné  par  le  tableau  suivant, 
dans  lequel  ))  représente  le  côté  de  la  base. 


L 

S 

10 

20 

80 

40 

50 

60 

70 

Chrâe 

0*,82 

0.S9 

0,27 

0,16 

0,09 

0,05 

0,03 

Pia 

0*,45 

0,88 

o,ss 

0,U 

0,08 

0,04 

0,02 

(1)  Li  Eliatïoa  de  cas  cnefficients  o'*,  biao  enlsDclii,  rien  d'tbiolu  ;  elle  est  suiceplible  d« 
*irïar  aon  seslenuiDl  d'un  eonstraclnir  i  no  antra,  nait  encore  laiTant  la  nolure  el  llmportaDce 
de  l'oairage  projet*. 


de  3",eû  de   baul,  !i\-ant 
1.  =  157  =»•''« 
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Les  nombres  du  tableau  précédent  sont  représentés  par  le  tracé  gra- 
phique de  la  figure  153  ;  il  sont  égaux  environ  au  dixième  des  charges 
qui  occasionnent  la  rupture. 


^  109.  —  Colonnes  pleines,  olroulalres,  en  fonte  de  fer,  enfer, 
terminées  par  des  bases  plates. 


Les  nombreux  essais  exécutés  par  Hodgkinson  et  par  quelques  autres 
expérîmenlaleurs  sur  la  rupture  des  colonnes  en  fer  et  en  fonte  de  fer 
permettent  de  déterminer  d'une  manière  approximative  la  charge  par 
millimètre  carré  qu'elles  sont  susceptibles  de  porter  sans  danger  et  qui 
peut  être  fixée  ainsi  qu'il  suit  quand  les  deux  bases  sont  planes  el  per- 
pendiculaires à  la  longueur. 


i 

"  Colonnes  en 

fonte  de  fer  (fig. 

1S4 

L 
1) 

5 

10 

20 

80 

40 

60 

60 

70 

80 

90 

100 

110 

120 

Chargaparm/Di 

12»,» 

7,44 

4.64 

2,77 

1,88 

1,28 

0,98 

0,71 

0,55 

0,44 

0,86 

0,80 

0,26 

Ces  résultats  sont  convenablement  représentés,  à  partir  dCjT=30, 
par  la  formule  empirique  suivante 

F 8,»5  _  8.95 

"      1  +  0,00015  ^^'      i  +  o,oce4-^ 

Avec  des  pièces  parfaitement  saines  et  sans  soufflures,  la  rupture  a  lieu 
quand  la  force  de  compression  atteint  environ  6  F;  mais,  dans  la  pra- 
tique, cette  valeur  s'abaisse  souvent  à  cause  des  défauts  auxquels  sont 
siijelsiea  objets  fondus;  c'est  en  particulier  ce  qui  a  lieu  pour  les  colonnes 
creuses  quand  le  noyau  s'est  légèrement  déplacé  pendant  la  coulée. 


S'  Colonnes  en  fer  (fig 

154 

L 
D 

5 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

110 

120 

Charge  par  m/m 
farrt  qu'on  pcul 

lécilrité. 

fl'.UO 

4,80 

3,70 

3,02 

2,53 

2,14 

1,80 

1,52 

1,28 

1,08 

0,93 

0,80 

0,70 

§  109 


-240  — 


Ces  nombres  concordent  assez  bien  depuis  -g 
déduit  de  la  relation  empirique 


zi=  30    avec  ceux   qu'on 


vu 


,4.i« 


i.Ci 


»;»< 


F 
Û 


S,84 


8.84 


1+0.00002  Sij^'       1+0,00082^ 


i.«t 


rig.  iM 


U 


=    10 


Quant  à  la  rupture,  elle  se  produit  aous  une  charge  égale  àenviron  4F, 
Xous  avons  représenté  par  le  tracé  graphique  de  la  figure  134  les 

résultats  qui  précèdent;  on  y  voit  qu'au-dessous  de  -tt^  =  environ  27  la 

fonte  peut  supporter  une  charge  plus  forte  que  le  fer,  tandis  que  l'in- 
verse a  lieu  au-delà  de  ce  point.  Cela  lient  à  ce  que,  sous  forme  de 
pièces  courtes,  la  première  résiste  mieux  à  la  compression  que  le  second, 
mais  en  revanche  elle  est  beaucoup  plus  flexible  puisque  son  coefficient 
d'élasticité  a  une  valeur  moitié  moindre;  on  conçoit  donc  facilement 
qu'à  partir  d'une  certaine  hauteur  les  colonnes  en  fer  deviennent  plus 
avantageuses. 


|>  110.  —  Colonnes  de  section  non  clroolaire. 
Colonnes  creuses. 


La  formule  théorique  (g  101) 


aussi  bien  que  la  relation  empirique  (§  107} 


montrent  que  la  charge  par  millimètre  carré  —  nécessaire  pour  produire 
la  flexicm  ne  dépend,  pour  une  matière  donnée,  que  du  rapport-;  si 

donc  on  a  une  colonne  non  circulaire  ayant  une  hauteur  L,  une  section  û 
et  un  moment  d'inertie  minimum  I,  on  calculera  le  diamètre  fictif  l)  de 
la  colonne  ronde  ayant  même  rayon  de  giration  r,  c'est-à-dire  qu'on  posera 


et    il    ne    restera    plus  qu'à    mesurer    sur  les  figures  133   ou    IKi  la 
charge  par  millimètre  carré  qu'on  peut  appliquer  avec  sécurité  à  la 


§  111  -  242  — 

colonne  circulaire  caractérisée  par  le  rapport  -jr  ;  cette  charge  R'  sera, 

au  moins  d'une  façon  approchée,  celle  qui  convient  à  la  pièce  consi- 
dérée, de  sorte  que  cette  dernière  pourra  être  soumise  à  une  force  de 
compression  R\  û. 

Si,  en  particulier,  il  s'agit  d'une  colonne  creuse  ayant  pour  diamètres 
D*  et  D",  nous  aurons  pour  le  diamètre  fictif  cherché 


^  "    (DM  -    D'M) 


4 


D  =  v/D'.  +  D"i 

On  remarquera  que  D  est  plus  grand  que  le  diamètre  extérieur  D'  de 
la  colonne  supposée  pleine;  cela  tient,  comme  on  le  sait,  à  ce  que,  à 
surface  égale,  le  noyau  central  long  et  mince  résiste  beaucoup  moins 
bien  à  la  flexion  que  la  partie  extérieure. 
11  importe  de  ne  pas  oublier  que  le  moment  d'inertie  1  doit  être  pris 
par  rapport  à  Taxe  a  a'  auquel  correspond   la  plus  faible 
vz/^yif-        valeur  de  cette  quantité,  puisque  la  flexion  tend  toujours  à  se 
^1^       produire  dans  le  sens  où  elle  est  la  plus  facile;  c'est  pour  ce 
motif  que  les  fers  à  T  ou  à  double  T,  excellents  pour  remplir 
l'office  de  poutres  ordinaires,  ne  conviennent  que  médiocre- 
ment comme  supports  verticaux  à  moins  que,  par  un  con- 
î<<'        trevenlement  convenablement  disposé,  on  ne  les  empêche 
Fig.  155      de  se  courber  dans  le  sens  de  la  plus  facile  flexion. 


I 


/rv/rV) 


§  111 .  —  Colonnes  à  extrémités  arrondies. 

Colonnes  renflées. 

Les  chiffres  pratiques  indiqués  précédemment  se  rapportent  au  cas 
dans  lequel  les  colonnes  ou  supports,  de  section  constante,  ont  des 
bases  planes,  perpendiculaires  à  leur  longueur,  et  sont  comprimées  par 
une  force  exactement  dirigée  suivant  leur  axe. 

Si  les  deux  extrémités  sont  arrondies,  les  nombres  précédents  doi- 
vent être  multipliés  par  0,33  environ  quand  les  colonnes  ont  une  assez 
grande  longueur.  Si  l'une  des  bases  seulement  est  arrondie,  l'autre 
étant  pleine  et  perpendiculaire  à  l'axe,  le  coefficient  de  réduction  à 
adopter  est  0,66  au  lieu  de  0,33. 


Enfin   le  léger    reiitleinonl   ([u'on  donne  quelquefois    aux   colonnos 
dans  leur  partie  milieu  augnieiile  leur  résistance  d'à  peu  près  ^  ^  z  ' 


§11^    -  Résistance  au  flambement  des  pièces  en  fer 
ou  en  acier  faisant  partie  d'ouvrages  métalliques. 

Les  grands  ouvrages  niétalliiiues  actuellement  si  répandus,  tels 
fjue  les  ponts  en  fer  ou  en  acier,  renfennenl  de  nombreuses  pièces 
(|ui  travaillent  à  la  compression  et  il  y  a  un  intérêt  considérable  à  s'as- 
surer, avant  l'exécution,  qu'elles  ne  sont  pas  exposées  à  la  flexion  ou, 
comme  on  dit,  au  flambement.  Ces  pièces,  faisant  partie  de  l'en- 
semble de  la  construction  avec  laquelle  elles  sont  rivées,  se  trouvent 
évidemment  dans  des  conditions  notablement  différentes  de  celles 
des  colonnes  à  bases  plates  ou  arrondies  de  Hodgkinson,  et  de 
nouvelles  expériences  étaient  évidemment  nécessaires  à  leur  sujet. 
Celles  qui  ont  été  entreprises  par  divers  expérimentaleui-s  sont,  pour 
des  raisons  du  même  genre  que  celles  que  nous  avons  déjà  indiquées 
{%  106  et  107),  bien  loin  d'ètie  concordantes  entre  elles.  Dans  ces 
derniers  temps  quelques  essais  peu  nombreux,  mais  intéressants  et 
précis,  ont  été  faits  par  M.  Considère  (§  i06);  ils  ont  porté  sur  des 
barres  rectangulaires,  des  cornières,  des  fera  à  T  et  divers  fers  profilés 
et  ont  été  exécutés  avec  des  dispositions  de  couteaux  telles  qu'on 
pouvait  compter  sur  une  articulation  parfaite  à  la  partie  basse  et  à  la 
partie  liante  en  même  temps  que  sur  un  centrage  très  exact  de  l'effort 
de  compression.  Dans  ces  conditions,  M.  Considère  a  été  amené  à  con- 
clure que  la  loi  qui  lie  l'effort  de  rupture  F  avec  le  rapport  -peut  être 
approximativementreprésenléeparleseourbesAA'jBB'de  la  figure  ]3S('), 
dans  laquelle  les  abscisses  représentent  le  rapport  -r  (ou  4  t;  dans  le  cas 
d'une  section  circulaire  pleine).  Dans  la  pratique,  l'effort  de  compres- 
sion n'étant  jamais  exactement  dirigé  suivant  l'axe  de  la  pièce  soit  par 
suite  de  dispositions  vicieuses  ou  d'imperfections  de  la  conslruclion, 
soit  en  raison  de  l'effort  latéral  exercé  par  le  vent,  il  y  a  évidemment 
lieu  de  tenir  compte  de  cet  effet  et  de  baisser  un  peu  les  courbes  pré- 
cédentes, en  A, A,'  et  B,  B,'  par  exemple,  comme  le  propose  M.  Considère. 
Il  est  vi-ai  que,  d'autre  part,  les  assemblages  des  constructions  rivées 


constiluenl  un  mode  depêunion  bien  supérieur,  en  pt-uéiii],  â  celui  des       ■ 
aHiculalions,    mais   sur   l'efBcacité    «jutiuel    ou    ne    saurait    toujours 


compler  et  dont  nous  laisserons  dp  ciilé  le  bénéfice  dans  cette  étude 
sommaim  ('). 


—  246  —  §  lia 

Ceci  posé,  il  convient  de  remarquer  que,  dans  les  ouvrages  métalli- 
ques tels  qu'on  leseséculemaintenanl.lerapport  -  (ou  4=  ï  estpresque 
toujours  compris  entre  40  et  90:  clans  ces  conditions  les  charges  par 
millimètre  carré  qui  délerniinent  la  flexion,  c'est-à-dire  la  rupture,  sont 
comprises  : 

de  24  kil.  à  13  fcil.  pour  le  fer  (oourbe  A,  A'.) 
de  30  kil.  à  16  kil,  pour  l'acier  (courbe  B,   B',) 

Or  ces  charges  sont  bien  supérieures  à  celles  qu'on  admet  dans  la 
pratique  pour  la  compression  simple  et  par  conséquent,  avec  les  pro- 
portions ci-dessus,  le  flambemeni  n'est  pas  à  craindre  et  il  n'y  a  pas 
lieu  de  s'en  préoccuper.  Par  surcruiL  de  précaution  M.  Considère  con- 
seille cependant  de  se  tenir  (pour  les  pièces  articulées)  au-dessous  de 
-  =  60  pour  le  fer  et  de  -  :^  40  pour  l'acier  de  façon  que  la  flexion  ne 
soit  jamais  possible  même  dans  le  cas  d'efforts  absolument  accidentels  et 
exagérés  que  les  pièces  faites  avec  ces  métaux  pourraient  avoir  à  sup- 
porter. Ces  chiffres  ne  sont  évidemment  qu'approximatifs;  mais,  malgrt'i 
les  discussions  auxquelles  leur  fixation  peut  donner  lieu,  il  n'en  subsiste 
pas  moins  ce  fait  capital  que,  pour  des  valeurs  de  —  égales  ou  peu 
inférieures  à  celles  qu'on  rencontre  généralement  dans  les  ouvrages 
bien  étudiés  et  bien  exécutés,  le  tlniabement  des  diverses  pièces  con- 
sidérées isolément  n'est  pas  à  craindre,  el  la  charge  parmillimètre  carré 
peut  être  fixée  comme  s'il  ne  s'agissait  que  de  compression  simple. 


Pièce  cliarg:ée  debout  par  une  foroe  exoentrée. 
Calcul  de  la  flèche. 


Soit  AB  une  pièce  droite,  de  section  constante,  encastrée  en  A  et  sol- 
licilée  à  son  exlréraité  libre  B  parune  fdrce  PparaUèle  à  sa  direction  et 
.■laissant  à  l'extrémité  du  bras  de  levier  BC  =  f»  (').  II  est  bien  clair  que, 
ilaDs  ces  conditions,  la  pièce  va  se  courber  en  prenant  une  flèclie  /'qui 
porte  à  6  -1-  /■  la  valeur  du  bras  de  levier  de  la  /jrce  fléchissante  et 
occasionne  par  suite  un  surcroît  de  fatigue;  nous  nous  trouvons  donc 


(I)  Nous  supposons  sn  outro,  comme  dam  tout  te  qui  v»  iniTre,  que  U  force  P  eat  contenoe 
ju  aa  plan  de  sjmiïtrie  ds  lu  |iièce,  da  tellv  bi;Dn  qne  U  Heiioo  u  produùa  duit  ce  pUn  e[  ne 
il  pas  oblique  ou  d^ui^s  (g  87). 


9  113 
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dans  le  cas  où  il  faut,  avant  tout,  calculer  les  déformations  produites, 
c'est-à-dire  ici  la  grandeur  de  /- 

Si   Ton    considère   une    section 
transversale  quelconque  nn%  on  a 


% 


*»--^— I 


t 
t 

j 


h-f-^-i-H 


? 


n 


/J'—nrl 


--  /»» 


"wm  'w/M. 


Fig,  167 


(;*    pour  écpiation  d'équilibre 

E.I.g=P(^+/-y) 

d'où  pour  intégrale,  I  étant   con- 
stant, 

y  =  *+/+  C.  sin  m«-+-  C.  ces  ma; 

p 
m*  étant  égal  à  p-j  - 


Pour  déterminer  les  constantes  C  et  C,  remarquons  que 

pour  «  a»  o,  y  =  0  ;  d'où  C  =  —  (*  +  /) 
pour  X  =  0,  -p  =  0  ;  d'où  0=»  o 

L'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée  est  donc 

i^  =  (^  +  /)  (1  —  C08  ma^ 

La  valeur  cherchée  de  /  se  déduit  immédiatement  de  là,  en  écrivant 
que,  pour  a;  =  L,  y  =  /,  ce  qui  donne 

/=(6  4-/)(l— eosfiiL) 

VC08  toL  ^ 

On  voit  que,  pour  b  zr,  o,  cette  formule  donne  /==  o;  il  doit  effecli- 
vement  en  élre  ainsi  puisque  nous  supposons  toujours  que  les  défor- 
mations sont  faibles  et  par  suite  que  la  force  P  a  une  valeur  inférieure 
à  celle  qui  est  nécessaire  pour  faire  fléchir  la  pièce  chargée  debout  sui- 
vant son  axe. 

Quant  à  l'équation  de  la  fibre  moyenne  déformée,  elle  est 


y  = 


CCS  m 


j-  (1  —  ces  fnx) 


s  114.  —  Autre  expression  de  la  flèche  d'une  pièce  chargée 
debout  par  une  force  excentrée. 


Dans  ce  qui  va  suivre  nous  emploierons,  pour  la  valeur  de  la  flèche/', 
une  expression  différente  de  la  précédente  et  plus  commode  pourrésou- 
dre  les  divers  problêmes  relatifs  aux  pièces  chargées  debout:  pour  cela 
appliquons  au  point  B,  ce  qui  est  toujours  permis  (g  3),  deux  forces 


t  Y 


A                    A 

'^ 

' 

Fig.  lU 

«gales  et  parallèles  à  P  mais  dirigées  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre; 
la  poutre  AB  se  trouve  alors  soumise  aune  forcede  compression  BK^P 
dirigée  suivant  son  axe  elà  un  couple  P.  6,  et  il  est  clair  que  l'effet  pro- 
duit par  ce  dernier  n'est  influencé  que  d'une  manière  insensible  par 
l'existence  ou  la  suppression  de  l'effort  de  compression  P,  qui  ne  chan- 
gent ni  sa  valeur,  ni  son  mode  d'action.  Commençons  donc  par  sou- 
mettre la  pièce  à  la  seule  ai-tion  du  moment  fléchissant  P.  (>,  ce  qui  lui 
fait  prendre  une  flèche  ip  donnée  par  la  relation  (§  71) 

_  F.  h.  L' 
'  ~   2E.I 

puis  appliquons  au  système  ainsi  déformé  AB'  la  force  P,  Les  déforma- 
tions étant,  comme  toujours,  supposées  très  faibles,  nous  avons  encore 
affaire  à  une  pièce  droite  ou  sensiblement  droite,  et  nous  nous  trouvons 
par  conséquent  dans  le  cas  étudié  tout  à  l'heure  d'une  force  de  com- 
pression  agissant  à  l'exlrémilé  d'un  bras  de  levier  BB'  égale  à  ^;  la 


I  1" 

1*  ' 
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poutre  va  donc  prendre  une  flèche  supplémentaire  <f*  dont  la  valeur 

F 
est(§  H3),  en  posant  tu*  =g-|» 


^'=^  i^sha:  "  0 


de  sorte  que  la  flèche  totale  que  nous  avons  désignée  précédemment 
par  /  est  égale  à 

Telle  est  la  nouvelle  expression  dont  nous  ferons  usage;  il  est  facile 
de  vérifler  analytiquement  qu'elle  diffère  peu  de  Tautre:  nous  avons 
trouvé  en  effet  (§  il3)  qu*on  a 


•^         \co8  mli  I 


d'où 


/•=  V  (1  —  C08  mli) 

'        ces  mL 


ou  bien  en  développant  cos  m  L  en  série  par  la  formule  connue 


/•  = 


003  mL 


/m*L«       m*L*  ,  ^ 


Or  la  flèche  ç,  c'est-à-dire  JJ  .  ou  g.  m*.L*,  est  supposée  n'avoir  qu'une 

très  faible  valeur;  on  peut  donc,  sans  erreur  sensible,  ne  conserver  que 
le  premier  terme  de  la  parenthèse  ci-dessus  et  prendre 


/  = 


008  mL*      2 


6.  P.  L« 


cos  mL. 2.  E.  I 


c'est-à-dire 


/ 


_       ? 


008  mL 


comme  nous  l'avons  annoncé. 


r 


§  113.  —  Calcul  de  la  résistance  d'une  pièce  chargée  debout 
par  une  force  excentrée. 


Maintenant  que  nous  connaiasona  la  déformation  qu'éprouve  urif  piin'c 
AB,  de  section  constante,  sollicitée  par  une  force  excentrée  P,  rionn'osl 


plus  simple  que  i 
l'on  pose  en  effet 


Pig.  15S 

:  calculer  la  charge  à  laquelle  elle  est  souniisi 


_  P.  i.  L* 
2E.  I 


on  voit  qu'une  section  transversale  nn'  a  à  supporter: 
1"  un  moment  fléchissant  P.  ib  +      '■  .-  — yy 

2°  une  force  de  compression  proprement  dite  P. 

Le  moment  fléchissant  donne  lieu,  dans  l'étenduede  nn',  à  des  «Ilun 
gements  et  à  des  raccourcissements  variables,  tandis  que  la  force  1'  |>ro 
duit  sur  toutes  les  fibres  une  compression  unifonne  dirigée  dims  li 
même  sens  que  celle  qui  résultede  laQexion;  cesdivers  effets  s'ajdiilcrt 
algébriquement  entre  eux  et  on  voit  que  les  efforts  de  compression  sur 
passent  ici  en  générât  ceux  de  traction.  Dans  la  section  nn',  les  fihici 
qui  travaillent  le  plus  à  la  compression  sont  celles  qui  sont  situées  iii  « 
et  la  charge  par  millimètre  carré  qu'elles  supportent  est  éviddiiuini] 
égale  à  la  somme  des  charges  partielles  dues  au  moment  fléchiss-nil  t^ 
à  la  force  P,  c'est-à-dire  (§  44)  à 


p.    6 


+ci;;^-»)-' 


■+h 


SI»  —  KO  — 

w'  étant  la  distance  du  point  n'  a  l'axe  transversal  an'  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité  G. 

La  forme  de  la  Sbre  moyenne  déformée  étant  connue  (§  113),  celte 
expression  peut  se  calculer  pourune  section  quelconque  nn';  mais  dans 
le  cas  actuel  il  suffit  de  remai'quer  que,  cette  section  étant  partout  la 
même,  la  somme  ci-dessus  est  maximum  à  l'encastrement  A  de  sorte 
qu'en  définitif  les  fibres  qui  fatiguent  le  plus  à  la  compression  dans  toute 
la  pièce  supportent  une  charge  par  millimètre  carré  R'  égale  à 


K-i'(»  +  s;râ,)T+B 


On  verrait  de  même  que  la  charge  Rdes  fibres  les  plus  fatiguées  à  la 
traction  est 


V        '    coa  mL/    I        Q 


Nous  sommes  ainsi  en  mesure  de  voirsi  les  charges  maximum  R  etR' 
des  points  les  plus  fatigués  ne  dépassent  pas  les  valeurs  admises  dans 
la  pratique  pour  la  traction  et  la  compression  et  par  suite  le  problème 
proposé  se  trouve  résolu. 

Si,  avec  les  formes  adoptées,  v'  est  égal  à  v  ou  n'en  diffère  pas  beau- 
coup et  si,  pour  la  matière  considérée  (autre  que  de  la  fonte  par  consé- 
quent), on  peut  prendre  la  même  charge  de  sécurité  à  la  compression 
aussi  bien  qu'à  la  traction,  il  suMl  le  plus  souvent  de  vérifier  que  la 
charge  en  question  est  égale  ou  supérieure  à  la  somme 


■('  +  srsL)-T  + 


P 


mais  on  conçoit  facilement  qu'il  puisse  en  être  autrementdans  différents 
cas,  même  quand  an  n'a  pas  affaire  àde  la  fonte;  c'est  en  particulier  ce 
qui  poul  se  présenter  avec  une  section  analogue  à  celle  qui  est  indiquée 
en  KK.'  sur  la  figure  159  et  pour  laquelle  il  convient  de  calculer  l'une  el 
l'autre  des  charges  H  et  K'. 
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§  116 


§  116.  —  Pièce  soumise  &  une  force  de  compression  oblique 

et  excentrée. 


SoU'F  la  force  oblique  de  compression  qui  agit  à  Textrémité  du  bras 
de  levier  BG  avec  lequel  nous  supposons  qu'elle  fasse  un  angle  obtus. 
Appliquons  en  B,  ce  qui  est  permis  (§  3),  deux  forces  égales  et  parallèles 


^- 


D' 


r-B- 


4c  BVij yC 


/ 


. ,'  / 


■//■ 


■y/: 


/  •/ 


'///'. 


Fig.160 


à  F  mais  dirigées  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre  BD,  BH,  et  décom- 
posons la  dernière  BH  en  deux  autres  P  et  P',  Tune  parallèle,  l'autre 
perpendiculaire  à  la  direction  AB;  la  pièce  considérée  se  trouve  ainsi 
soumise  : 

1*  à  un  couple  de  flexion  dont  la  valeur  est  P.  6,  comme  on  le  recon- 
naît facilement, 

2**  à  une  force  de  flexion  P'  agissant  à  l'extrémité  du  bras  de  le vier  L , 

3**  à  un  effort  de  compression  P  qui  est  dirigé  suivant  l'axe  de  la 
pièce  et  qui,  par  suite  de  la  déformation,  agit  également  comme  force 
de  flexion. 

Les  effets  produits  par  le  couple  P.  6  et  par  la  composante  P' pouvant 
évidemment  être  regardés  comme  indépendants  l'un  del'autre  ainsi  que 
de  la  force  P,  nous  suivrons  une  marche  absolument  semblable  à  colle 
qui  a  été  employée  dans  le  paragraphe  précédent  et  nous  commence- 
rons par  soumettre  la  pièce  AB  à  l'action  seule  du  couple  P.  b  et  de  la 
force  P';  dans  ces  conditions  il  se  produit  une  flèche  ?  égale  à  (§71  et  72) 


_  P.  h.  L*  ,    F.  L» 
^  ""    2E.  I  "^  8  E.  I 
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Il  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  appliquer  à  l'ensemble  ci-des- 
sus Teffort  de  compression  P,  et  la  flèche  totale  f  résultant  de  l'action 
simultanée  de  toutes  ces  forces  est,  comme  nous  le  savons  (§  114) 


/=   ' 


C09  mL 


La  solution  du  problème  ne  présente  plus  alors  de  difficultés  :  nous 
voyons  en  effet  que  la  pièce  doit  résister  : 
1"  à  l'effort  de  flexion  P'  dont  le  bras  de  levier  est  L, 
2*  au  couple  P.  6, 
3"  à  l'effort  de  flexion  P  dont  le  bras  de  levier  dû  à  la  déformation 

est  — - — > 
cos  mL 

4®  à  l'effort  de  compression  proprement  dit  P. 

La  section  de  la  pièce  étant  constante  sur  toute  sa  hauteur,  c'est, 
comme  précédemment,  à  l'encastrement  A  que  se  produit  la  fatigue 
maximum.  Dans  cette  section  la  charge  par  millimètre  carré  à  la  com- 
pression est 

I   '  1   •         cos  mL      I    '    U 

OU  bien 

Les  fibres  qui  travaillent  le  plus  à  la  traction  supportent  une  charge 

R  =rF.L  +  P/'6+— î-r)l.  ?-? 
L  '        \      '    008  wL/J     I       û 


On  ne  doit  pas  d'ailleurs  perdre  de  vue  que  chacune  des  sections 
transversales  de  la  pièce  est  également  soumise  à  un  effort  de  cisaille- 
ment P'  dont  l'effet  est  néghgeable  si  la  poutre  est  à  âme  pleine,  mais 
dont  il  peut  être  nécessaire  de  tenir  compte  si  celle-ci  est  fortement 
é vidée;  nous  avons  donné  au  paragraphe  50  les  règles  pratiques  qu'il 
convient  de  suivre  à  ce  sujet. 


s  117.  —  Antre  dispositif  dn  cas  pi^écédent. 

Il  peut  arriver  que  la  force  oblique  F  fasse  un  angle  aigu  avecbhras 
de  levier  BC;  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  considérons  d'abord  le  cas 
où  la  direction  prolongée  de  F  ne  rencontre  pas  la  pièce  AB,  En  i'\u}- 
rant  exactement  comme  dans  le  cas  précédent,  c'est-à-direenapplÎLiuaiit 


7  r7' 


W'.  m:mmM.  w/mw///:  y. 


en  B  deux  forces  de  sens  contraire  égales  et  parallèles  à  F  et  en  rem- 
plaçant l'une  d'elles  BH  par  les  deux  composantes  P  et  P',  nous  voyons 
que  la  pièce  peut  être  considérée  comme  soumise  : 

1°  au  couple  V.b, 

2°  à  la  force  fléchissante  P'  qui,  dans  lecasactuelagilen  tem  inverse 
du  couple  P.é, 

3**  à  la  force  de  compression  P  dont  nous  avons  besoin  de  connailr-c 
le  bras  de  levier. 

Si  la  pièce  n'était  soumise  qu'au  couple  P.é  et  a  la  composante  P', 
elle  prendrait  une  Sèche  égale  à 


P.  6.Li       F'.  L' 

"  2E.  I     on 


1p  signe  —  étant  dû  à  ce  fait  que  les  deux  effets  se  retranchent  l'un  lin 
l'autre  au  lieu  de  s'ajouter  comme  tout  a  l'heure. 

(Jomme  nous  le  savons,  la  force  de  compression  P  donne  heu  à  uul' 


§  117 
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flèche  supplémentaire  qui,  en  s'ajoulant  à  la  précédente,  donne  une 
flèche  totale  qui  est  égale  à  (§  114) 


cos  mh 


et  que  nous  savons  par  conséquent  calculer. 

Pour  une  section  transversale  quelconque  n  n\  les  charges  à  la  com- 
pression et  à  la  traction  des  fibres  les  plus  fatiguées  sont  alors 


à 


K'=r-p.L+p(.+^.^-,)]-  ï+l 


009  mh 
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B=[-F.L+P(»+;^-,)].{-| 


R 


Lf 


// 


Ce  sont  les  mêmes  formules  que  dans  le  cas  précédent,  sauf  le  char- 
gement de  +  P*  en  —  P*  ;  seulement  le  maximum  de  fatigue  n'a  plus 
lieu  en  général  dans  la  section  d'encastrement  A  :  cela  tient  à  ce  que 
les  moments  fléchissants  P.  6  et  P\(L— a?),  au  lieu  de  s'ajouter,  se  re- 
tranchent ici  Tun  de  l'autre  pour  donner,  dans 
chaque  section  transversale  nn\  une  différence 
telle  que  hh\  11  est  donc  nécessaire  d'étudier 
la  loi  des  variations  qu'éprouvent  de  B  en  A 
les  valeui'S  de  R  et  de  R',  et  pour  cela  il  faut 
connaître  y,  c'est-à-dire  la  forme  de  la  fibre 
moyenne  déformée.  On  y  arriverait  facilement 
en  effectuant  une  intégration  du  genre  de 
ceUe  du  paragraphe  113,  quoique  un  peu  plus 
compliquée  (*);  mais,  pratiquement  cela  n'est 
pas  nécessaire  dans  le  cas  actuel  :  nous 
avons  supposé  en  effet  que  la  direction  prolongée  de  F  ne  rencontre  pas 
la  pièce  AB,  et  par  suite  le  moment  de  cette  force  n'est  nul  pour  aucune 
des  sections  transversales  comprises  de  B  en  A.  Dans  ces  conditions  la 
courbe  AB'  a  sa  concavité  tournée  tout  entière  du  même  côté  et,  dans 
la  pratique,  on  peut,  pour  ce  qui  nous  occupe,  la  remplacer  par  un  arc 
de  cercle  tangent  en  A  à  la  droite  AB  et  passant  en  B'  ;  l'ordonnée  y 
est  ainsi  connue  d'une  façon  suffisamment  exacte  en  chaque  point,  et  la 
question  proposée  se  trouve  résolue. 
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(1)  Voir  la  Résiitance  des  matériaux,  de  Bresse,  3»  édition,  p.  384. 
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Si  l'on  suppose  au  contraire  que  la  direction  de  l'effoiL  oblique  i 
contre  la  pièce  AB,  le  problème 
devient  plus  complexe  parce  que 
celle-ci  se  courhe  évidemment  en 
deux  sens  différents;  ilya  inflexion 
au  point  d'intersection  déterminé 
par  F,  comme  on  le  voit  sur  la 
figure  163,  puisque  le  moment  flé- 
chissant y  est  nul.  On  traitera  alors 
la  question  comme  nous  allons  l'in- 
diquer pour  le  cas  général  des 
pièces  chargées  debout  (§  118).  ng.  188 


g  118.  —  Pièce  comprimée  &  ses  extrémités  et  soumise  à. 
des  forces  normales  ainsi  qu'à  des  couples 
situés  dans  un  plan  de  symétrie. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  aCTaire  à  une  pièce  droite  Ali 
soumise  à  ses  extrémités  à  des  efforts  longitudinaux  de  compression  F 


'  Ar — 


el  sollicitée  en  divers  points  de  sa  longueur  par  des  forces  normales  et 
des  couples  quelconques,  P  et  N.  11  s'agit  de  calculer  quelle  sera,  dans 


§ll^  - 

bien  erilen«iu,  «le  la  fi^obe  qu»l-r  prei.  i  s  u>  1  luf  itIjo^  •-  n-în-e^  î^ 
couples,  dfS  f»»nv>  u^rmales  et  dt^  e?  r:>  ce  .r.c-pre*>i-  -. 

Pour  résoudre  ce  prc»bleme.  «.'D  peut  tr^iieruLr-::;  -e^rrire*  pr^ir  la  sta- 
tion nn\  réqiial:«>n  habituelle  d'èquillbn?  xvlati'e  a  ji  p«  u.:?^  drf-rTLre 

E.  I.  ^^  =  Moment  fléchissant  de?  cc<:pûes  <c  ies  f  :«c&»:csaje$ — F.  y 

le  siiTiie  —  provenant  ici  de  ce  que  y  est  Lt^-i;:1 

Si  on  peut  inlêirrer  deux  fois  rêquaii.n  rl-iess»:*!*.  :z.  «iizleLÎrala 
relation 

qui  donnera  la  forme  de  la  fibre  mojezir>  îrt:r!=>e««  «h  Z  sera  easniie 
facile  de  calculer  en  chaque  p-^int  les  iD-zir'îs  f-frL-ssiiLis^  c'est-à-dL-e 
de  résoudre  le  problème  prop-i^sê.  Cr-ms:-*  rïrzir>  ::*?!rLir»^ai:->  ie  cette 
manière  d'opérer,  nous  citerons  les  c^ruls  fi-:<r«:cr  zz,  p:  n:  :  iL-aiAture 
à  vapeur  de  50  tonneaux  en  service  d-r::i>  îir.r  i-Jijr,.»:!.-*  iir^r.e*^  aa 
port  de  Lorient,  ainsi  que  la  discuss:-  ::  iivr>?>i5iL:.?  a  Li  j^i-rlle  ils  dn- 
nent  lieuO-  11  ne  faut  pas  se  dissini-^Ier  ::-Vff:.s  ^i-f  Ia  i.wirle  i::ît- 
gralion  dont  nous  venons  de  paner  e^:  $.:-Tr-:  Izir^.tssi!: >,  sun:uî 
dans  le  cas  de  forces  isolées,  et  il  c -r-^irr.:  il-.-Ts  1 1^ -j:  !r***":urs,  faute 
de  mieux,  au  procédé  suivant  q-si  est  i  ?JIt:irs.  T^l:  r  »7rl:rat:nfaoiIe. 
Les  forces  de  compression  F  t-tai.t  prr^is.  ~>fZ-Ti.:  Iii>c5<-es  de  c*îe. 
déterminons  suit  par  le  cakuL  s^^it  f-\r  :ir.  ^rh:^  ^nrîi:  ^^e  la  forme 
AD,B  Œ'^.  ifô)  que  prend  daiis  ces  c-:.i:;.:r.>  ^  frr-  sirv^-ne  et  rele- 
vons Ja  valeur  ?  de  la  flèche  dlU  a:::>:  pr*  •i-.:^  7^7  >?  5'?»^r^  i:.>rm.iles 
et  les  couples:  cela  ne  présente  pas  ie  11:^ --:">-??  irr^f-s  .-v»  ^pi:  a  t-l-Miit 
au  panitrniphe  58.  Quand  un  \ivnir;i  t:.>-:-:e  a  att  .  r-:-:r  I-s  f  ovs«le 
rornpre^sîMn  F,  la  courbure  de  la  j-'.r-^r  a-:^.f:i>\:u  -rî.  t.\r  aiialt  ;::e 
a  ver  ce  qui  a  été  vu  dans  les  pir-*.i:r.-.;  L':>7>-*ffit~:>.  .-  r*rul  aiaiettre 

que  la  flèche  totale  dD  aura  p.ur  \3Itur  •;— ^ — ^  .  .•*?   ^lï  wrmeltra  de 

!rac»-r,  n'»n  pas  exaciemenl  mais  iu:.- :::••:.  r:?:  r.yr.iirj;*  :ve,lacourt>e 
•i»^f3:,;t:ve  ADB;  on  p«:»urra  pv^r  exen:;>  Jr-^m-rv^tr  i^ns  te  rapport  de 

i  k   — - —  t  .'jl»»s  les  ««ri  «nrjét^s  .!••  A1».R.  .  -  *r  :~  'Ji^r  pl^is  ùu  moins 
^  <  mL 
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beureusement  de  tel  ou  tel  autre  moyen  qui  pourra  sembler  plus  con- 
forme à  la  réalité  des  choses.  Ces  diverses  opérations  élaiil  effectuées, 
le  calcul  des  moments  fléchissants  se  fera  sans  difficulté,  comme  nous 
l'avons  déjà  indiqué  à  plusieurs  reprises. 
Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne  la  solution  du  cas 


d'une  piÀce  oblique  à  l'horizon  qui  fléchit  sensiblement  sous  l'action  de 
son  poids  et  qui  est  soumise,  à  ses  extrémités,  à  des  forces  de  compres- 
sion. On  reconnaît  en  effet  facilement  que  les  composantes  longiludi- 
nales  du  poids  uniformément  réparti  de  la  pièce  n'ont  qu'une  faible 
importance  et  peuvent,  sans  inconvénient  sérieux,  être  laissét'sdecâté; 
on  se  trouve  donc  ainsi  simplement  ramené  au  problème  que  nous  ve- 
nons de  résoudre. 

En  terminant  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que, 
quelle  que  soit  la  marche  suivie,  les  formules  obtenues  permettent  non 
pas  de  calculer  a  priori  les  dimensions  de  la  pièce  projetée,  mais  sim- 
plement de  vérifier  si  celles  qu'on  a  adoptées  d'une  manière  plus  ou 
moins  judicieuse  ne  conduisent  pas  à  des  charges  trop  élevées  puurtes 
points  Les  plus  fatigués;  on  se  trouve  ainsi  conduit,  comme  dans  bien 
d'autres  problèmes  de  la  Résistance  des  matériaux,  à  une  séné  plus  ou 
moins  longue  de  tâtonnemenle,  qui  sera  considérablement  abrégée  par 
le  sens  pratique  et  l'expérience  du  constructeur. 


$  119.  —  Cas  où  la  section  de  la  place  n'est  pas  constante. 


Dans  ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  de  la  résistance  aux  efforts 
combinés  de  compression  et  de  flexion,  nous  avons  toujours  supposé, 

pour  faciliter  l'intégration  de  l'expression  E.I.^'  que  la  section  de  la 

pièce  considérée  (et  par  suite  I)  est  constante  sur  toute  sa  longueur.  Si 
cette  condition  n'est  pas  remplie,  il  y  aura  lieu  de  procéder,  comme 
précédemment,  au  calcul  de  la  déformation  en  adoptant  pour  le  moment 
U'inertie  une  certaine  valeur  moyenne  plusou  moins  habili-nicnt  ohuisie 

17 
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et  prise  plutôt  un  peu  trop  faible  que  trop  forte;  une  erreur  d'apprécia- 
tion commise  dans  ce  sens  aura  en  effet  simplement  pour  résultat  de 
faire  paraître  la  pièce  un  peu  plus  chargée  qu'elle  ne  l'est  en  réalité  et 
de  conduire  à  un  léger  excès  de  solidité,  ce  qui  n'a  en  général  aucun 
inconvénient.  Le  calcul  des  moments  fléchissants  et  celui  de  la  charge 
de  la  pièce  s'effectuera  ensuite,  en  opérant  alors  sur  les  dimensions  réelles 
de  cette  dernière.  Cette  manière  d'agir,  bien  que  très  critiquable  au 
point  de  vue  théorique,  est  cependant  susceptible  de  donner  dans  la 
pratique  des  résultats  suffisants. 


TRACTION  ET  FLEXION 
(Pièces  ayant  ou  non  une  section  constante) 


g  120. 


-  Plèoe  sollloltée  par  une  force  donnant  lieu  à  des 
phénomènes  de  traction  et  de  flexion. 


1"  Calcul  de  la  charge  de  la  pièce.  —  Considérons  une  pièce  AB  solli- 
citée dans  son  plan  de  symétrie  par  une  force  excentrée  el  oblique  F 
donnant  lieu  âdes  phénomènes  de  traction  et  de  flexion;  si  nous  décom- 
posons F  en  deux  autres  forces  T  et  P' l'une  parallèle,  l'autre  perpendi- 
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culaire  à  AB,  nous  voyons  qu'une  section  transversnle  quelconque  mh' 
de  la  pièce  est  soumise,  après  sa  dé  formation: 
1°  à  une  force  de  traction  T, 
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2*  à  un  moment  fléchissant  P'.  (L  —  a?), 

3^  à  un  moment  fléchissant  T.  (ft  +  /"  —  y) 
/'étant  la  flèche,  positive  ou  négative  mais  supposée  toujours  très  faible, 
de  l'extrémité  B. 

11  est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  le  moment  de  flexion 
T  (/"  —  y)  peut  toujours  être  négligé  en  présence  des  autres  efforts  que 
supporte  la  poutre  considérée:  en  effet,  si  le  bras  de  levier  b  a  une 
grande  valeur,  la  variation  /  —  y  qu'il  éprouve  est  négligeable  ;  si  b  est 
faible,  alors,  de  deux .  choses  l'une,  ou  T  l'est  aussi  et  alors  le  produit 
T  (f  ^y)  de  deux  quantités,  l'une  et  l'autre  petites,  peut  être  laissé  de 
côté,  ou  bien  la  force  T  est  considérable  et,  contrairement  à  ce  qud  se 
produit  pour  la  compression,  elle  a  pour  effet  de  réduire  la  flèche  en 
redressant  la  pièce;  on  voit  donc  qu'on  peut,  dans  le  cas  d'une  pièce 
soumise  à  la  traction  et  à  la«  flexion,  ne  pas  tenir  compte  de  la  défor- 
mation qu'elle  subit. 

Ceci  posé,  remarquons  que,  suivant  qu'on  a  affaire  au  dispositif  n®  1 
ou  n**  2,  le  moment  P'.  (L  —  x)  agit  en  sens  contraire  du  moment  T.  6> 
ou  dans  le  même  sens;  l'un  et  l'autre  arrangement  peuvent  évidemment 
être  compris  dans  les  mêmes  formules  à  condition  de  regarder  P' 
comme  négatif,  par  exemple,  dans  le  premier  cas,  et  comme  positif 
dans  le  second.  On  peut  donc,  d'une  manière  générale,  dire  que  la 
fibre  n,  qui  est  la  plus  chargée  à  la  traction,  supporte  l'effort  suivant 
par  millimètre  carré 


^=S+  [t.*  +  P'(L-x)]{ 


tandis  que  la  fibre  rC  doit  résister  à  un  effort  de  compression  (positif  ou 
négatif)  donné  par  la  relation 

B'^-5+[t.6  +  F.(L-x)].   y 

Généralement  il  n'y  a  pas  lieu  de  se  préoccuper  de  ce  dernier,  la  sécu- 
rité de  la  pièce  étant  presque  toujours  assurée  quand  la  somme  R  ne 
dépasse  pas  le  chiffre  pratique  admis  pour  la  traction. 

Si  Ton  appelle  M  le  moment  fléchissant  qui  s'exerce  sur  la  section 
transversale  considérée  ;  les  formules  ci-dessus  prennent  b  forme  sui- 
vante qui  est  fréquemment  employée 

p  M,  r   .    T 

«  — r  +  û 

T>» M.»        T 
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Remarquons  enfin  que  chaque  section  transversale  nn'  a  à  supporter 
un  effort  de  cisaillement  P'  auquel  est  entièrement  applicable  la  rûgle 
pratique  rappelée  à  la  fin  du  paragraphe  H6, 

2°  Position  de  la  fibre  neutre  ou  invariable.  —  La  fibre  neutre  ou,  en 
d'autres  termes,  le  lieu  des  points  où  il  ne  se  produit  ni  allongement, 
ni  raccourcissement  ne  coïncide  plus,  comme  dans  le  cas  d'une  pièce 
soUicitéepar  des  couples  et  des  forces  normales,  avec  la  ligne  des  fibres 
moyennes,  c'est-à-dire  avec  celle  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des 
diverses  sections  transversales.  Pour  trouver  sa  position,  remarquons 
qu'en  vertu  du  moment  fléchissant  P'  (L  —  a;)-f-  TÔ,  il  se  produit  dans 
une  section  transversale  quelconque  nn'  des  allongementsetdes  raccour- 
cissements variables  qui  sont  mesurés  par  les  ordonnées  ab  de  la  ligne 
droite KK'etdontla  valeur,  pourunefibresituéeàunedistanceedu centre 


de  gravité  G  de  la  section,  est  égale  à  -  (5  43)  ou,  ce  qui  revient  au 
même  à 

Moment  fléchigaant  X  p— v 

c'est-à-dire  à 

[f.(L-x)  +  T.6].  jij 


Quant  à  la  traction  T,  elle  donne  lieu  à  un  allongement  uniforme 


bc  = 


E.Q 


de  sorte  qu'en  menant  par  le  point  c  la  ligne  UU'  parallèle 


à  KK',  on  a  en  H  le  point  cherché  de  la  fibre  neutre,  qui  appartient  à  la 
section  considérée  nn'.  Si  l'on  appelle  d  la  distance  GH  de  ce  point  en 
contrebas  du  centre  de  gravité,  on  a,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

HH'=  Moment  fléchissant  X  ^^  =  [p'*  (L  — «) -f  T.  il-    ^^ 


el,  comme  HH'  =  KU  =  s 


[P'.(L-x)  +  T.6].     -^: 


T^J _  T   I 

^  [F.  {L  —  ft)  +  T.  i] .  U         Moment  fléchieunt  X  Q 

relation  qui  donne  d. 

Un  calcul  absolument  semblable  est  applicable  au  cas  des  pièces  com- 
primées, seulement  la  fibre  neutre  passe  évidemment  alors  de  l'autre 
cûlé  du  centre  de  gravité  G. 

On  remarquera  que,  suivant  la  valeur  des  forces  en  jeu,  te  point 
cherché  H  peut  occuper  une  position  quelconque  sur  la  section  nn'  et 
même  se  trouver  situé  en  dehors  de  la  pièce. 


g  1 31 .  —  Pièce  Bollloltée  par  an  nombre  quelconque  de  forces 
de  traction  et  de  flexion  situées  dans  on  plan 
de  symétrie. 


Les  considérations  qui  viennent  d'être  développées  (5  120)  sont  évi- 
demment applicables  au  cas  d'une  pièce  aollicîtée  par  un  nombre  quel- 
conque de  forces  situées  dans  un  plan  de  symétrieet  donnantlieu  à  des 
phénomènes  de  traction  et  de  flexion: 
si  l'on  appelle  M  le  moment  fléchissant 
qui  sollicite  une  section  transversale 
quelconque,  et  T  l'efforl  de  traction 
(appliqué  en  un  point  de  la  fibre 
moyenne),  les  charges  par  millimètre 
carré  des  fibres  les  plus  chargées  à 
la  traclion  et  à  la  compression  dans  cette  section  nn'sont 


„    %M 

\-à 

;—- th 

{; 

En  outre  il  existe,  en  général,  un  effort  tranchant  dont  il  y  a  lieu  de 
L  tenir  compte,  le  cas  échéant,  pour  les  poutres  à  àme  très  évidée. 


FLEXION  COHPOSEB 
(Pièces  ayant  ou  non  nne  section  constante) 


-  Pièce  solUcltâe  par   des  forces  normales  situées 
dans  différents  plans. 


Considérons  une  pièce  ,\IÎ  encastrée  en  A,  et  à  la  fibre  moyenne  de 
laquelle  sont  appliquées,  dans  des  plana  différents,  diverses  forces  nor- 
males P,.  P„  P,...  .  Une  section  transversale  quelconque  comprise  de  K 
en  D  est  soumise  à  la  seule  action  de  la  force  fléchissante  P,;  il  n'y  a 
donc  rien  de  particulier  à  dire  à  ce  sujet,  mais  au-delà  de  D  nous  avons 


S 


CfFVo 


i 


^ 


Flg.  169 


affaire  aux  deux  forces  P,  et  P,  situées  dans  des  plans  différents.  Pour 
nous  rendre  très  simplement  compte  de  l'effet  produit,  appliquons  au 
point  D  et  parallèlement  à  Pj  deux  forces  DS,  DC  dirigées  en  sens  con- 


P,  et  DC  donnent  lieu,  mr  la  section  nn',  à  des  moments  fléchissants 
égrstix  (P,.o  et  -^  b)  qui  se  détruisent;  cette  section  peut  donc  être 
considérée  comme  uniquement  soumise  aux  forces  P,et  DS  passant  toutes 


J 


|IM  —«el- 

les deux  par  le  point  D,  el  par  suite  comme  n'étant  sollicitée  que  par 
leur  résultante  DN  qui  donne  lieu  à  un  moment  fléchissant  DN  X  b 
agissant  dans  le  plan  SDN.  La  valeur  de  DN  s'obtient  de  suite  par  un 
traré  graphique;  on  peut  aussi  la  calculer  analytiquement  au  moyen  de 
iTi  rr-liilion 

5n' = i^i^y + p.- + 2  £î^ .  p..  CM  « 


ce  qui  donne  pour  l'expression  du  moment  de  flexion  DN  x  * 

Momeni  flfeliisiant  rësnltont  =  V(P.-  a)'  +  (i*,-  *)*  +  2  (P..  a).  (P..  6).  cos  « 

ou  bii'n  an  posant 

P,.a=M,  P,.i=M, 


Aloment  fléchiisaDt  résultant  =  ^M,'  -f-  M,*  +  2  Si,.  M,,  cob  « 

En  d'iiulres  termes  le  moment  de  flexion  relatif  à  une  section  quel- 
conque nn'  est  donné  en  grandeur  el  en  direction  par  la  résultante  des 
moments  partiels  qui  la  sollicitent. 
Si  (le  1»  en  H  se  trouvent  de  nouvelles  forces  normales,  on  continuera 
à  opérer  de  la  même  manière  en  ap- 
1  pliquant  simplement  la  règle  précé- 

;  u    I  '    /  *  /  dente,    ce  qui  ne  présente  aucune 

T      îi»       ^^       r       |K         difficulté;  si  l'on  veut  par  exemple 


YTS^ 


étudier  ce  qui  concerne  une   autre 

section  transversale  hh\  on  calculera 

les  moments  P,.a,  P..  6,  P,-c-"-  qui 

*'■'■  ""  la  sollicitent  et  on  composera  ensuite 

ci's  di'rniers  entre  eux  exactement  comme  on  le  ferait  pour  des  forces  ; 

[a  résult.'tnte  obtenue  sera  le  moment  fléchissant  total  cherché. 

Il  esl  -A  remarquer  que,  par  suite  des  directions  différentes  des  forces 
appliquions  à  la  poutre,  le  plan  de  sollicitation  des  divers  moments  flé- 
chissanLs  change  d'orientation  avec  la  section  transversale  considérée  ; 
pour  que  la  flexion  se  produise,  en  chaque  point,  dans  le  plan  en  ques- 
tion, il  est  donc  nécessaire  que  ce  dernier  coupe  la  section  considérée 
suivant  un  axe  principal  d'inertie,  c'est-à-dire  qu'il  doit  y  avoir  égalité 
des  Hiuiiients  d'inertie  pour  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  centre 
de  gravité;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  avec  un  cercle,  un  carré,  un 
'angle  équîlatéral,  etc.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  la  flexion 


^ 


—  885- 


§123 


serait  oblique  ou  déviée  (§  87),  mais  cette  circonstance  se  présente  rare- 
ment dans  la  pratique  pour  les  pièces  soumises  au  genre  d'efforls  qui 
nous  occupe. 

On  remarquera  également  que,  par  suite  des  flesifiriw  ciui  se  [irotluî- 
seDt  dans  divers  plans,  la  fibre  moyenne  HK  prend  une  double  courbure 
de  sorte  que  chacune  des  forces  normales  en  jeu  donne  évidemment  lieu 
â  un  moment  de  torsion,  mais  la  valeur  de  ce  dernier  esl  faible  puisque 
les  déformations  produites  sont  toujourssupposéeslrf'speti(i's,cliious!;i 
considérerons  même  comme  négligeable. 


§  123.  —  Pièce  sollicitée  par   dea  forces  obliques    situées 
dans  des  plans  différents  et  donnant  lieu  à.  des 
phénomènes  de  traction  et  de  flexion. 

Si,  au  lien  desimpies  forces  nonnales,  onadesforn-s  obliques  sitaties 
dans  différents  plans  passant  par  la  fibre  moyenne  HK,  el  donnant  lieu  à 
des  pliénomênes  de  flexion  et  de  traction,  le  problème  se  Lrailera  d'une 
manière  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  précède:  une  force  telle  que  F 
donnera  naissance,  pour  la  section  nn',  à  un  moment  fléchissant 


iU- 


t+T.  b 


cl  il  une  for^e  de  Iraclion  uniformément  répartie  T.   Les  niniuciiis  1 

M„...  ainsi  déterminés  se  composeront  entre  eux  sui\;inl.  I.i   ivl'Ii'  in 

quée  plus   haut  et  leur  résultanlo  M  donnera  lieu,  |ioui'  l;i  socliim 

M.w 
question,  a   une    cerLiiinc   cliarge   maximum  — î—  a    Impit'lli'    il    f;iud 


1"- 


T,  +  T.4 


Fig.  ni 
provenant  des  efforts  de  traction.  Il  ne 


ajouter  la  charge 

peut  y  avoir  là  aucune  difficulté  après  ce  qui  a  été  dit  diins  l'élude  des 

effets  combinés  de  flexion  et  de  traction  (§  120  et  121). 


§  128  —  266  — 

Les  mçmes  considérations  s'appliquent  évidemment  au  cas  où  il 
existe,  en  même  temps  que  des  forces  isolées,  d'autres  efforts  répartis 
suivant  une  loi  quelconque  ;  on  déterminera,  dans  chacun  des  plans 
diamétraux  contenant  les  diverses  forces,  les  moments  fléchissants 
relatifs  aux  sections  transversales  successives  de  la  pièce  (§  56)  et  il  ne 
restera  plus  qu*à  opérer  comme  nous  Tavons  indiqué  précédemment, 
en  tenant  compte  de  l'effort  de  traction  dû  aux  composantes  longitudi- 
nales des  forces  en  jeu. 


TRACTION  ET  GLISSEMENT  UNIFORMEMENT  REPARTI. 

(Pièces  ayant  ou  non  une  section  constante) 


§  1^4.  —  Pièce  sollicitée  à  la  traction  et  au  glissement. 


Considérons  une  pièce  AB  soumise  dans  le  sens  de  sa  longueur  à 
un  effort  de  traclion  T  uniformémenl  réparti,  (')  et  soit  II  un  point  de 
Alt,  qui,  par  suite  de  circonstances  quelconques,  éprouve  un  glisse- 
ment dans  la  direction  f.  L'effort  de  Ipaction  et  celui  de  cisaillement 
se  combinent  évidemment  entre  eux  de  façon  à  augmenter  la  fatigue 
de  la  matière  au  point  H,  et,  ce  que  nous  nous  proposons  de  reconnaître, 
c'est  de  savoir  quand  la  sécurité  de  la  pièce  se  trouve  ainsi  compromise. 


■ —  -jB 


Pour  résoudre  ce  problème,  nous  mènerons  par  II  el  dans  diverses 
directions  de  petites  droites  telles  que   cd,  c'd',  ....•   nous  cak-ulorons 

(Il  Comme  nn  le  sait  (§  18).  une  forco  do  trïclian,  appliquée  tn  tm  point  de  la  fibre 
moirrnn«,  peut  Atre  coniidârAc  comme  k  n'iurlissBiil  d'une  niunitre  unifornis  dans  lYtemloa  île 
■chique  saction  transKtnile  qd,  en  d'iulres  t(irnie.<:,  comme  ne  donnant  pas  lina  A  doi  pbi'noinAnes 
de  deiion;  quinl  aux  oITorti  do  gliMemont,  ce  n'est  que  Aam  di»  cas  exce|>!ioiiue1i  que  celle 
UDÎtormiU  *«  produit  (§  39). 


r 


T^rl  r^t.  ;•  -•  -lî-^r.-^  :r>-*  *:  i-  :■  jl:  B.  IiZ .■Ee^meQt  À,  résultant 
■j-i  ■^ÎT'i-  :;  :lj.jl-^  ir  in:'^;-  *;  !•?  r Lsail-e-sie::!.  et  doqs  ehercheroos 
■?L±i.  ^'^rr  ^-îC  -1  -î  il-f  ^  -txi-T.--  A  ie  L*  f->n-r!:ûa  *,.  Si  A  es!  infê* 
r.rrZT  •.1  -2-*;  aî  :;:i5  ^niLi  i_ ; :l j^=.-r:.'.  <p;-.-a  peul  admettre  sans 
<iï:-i-^r,  il  — *:  i.--  rliij  ^e  li  j—r*  «  fiav^ra  dans  de  boiues  condi- 
t..:.  dt-  5-r-T^-:':  ;  _^;;-.  ii::.*  Ir  cas  a-îc-^L  c'est  la  mplure  par  trac- 
t; .  :.  (fui  e<'.  â  'ml:,  irv   '  . 

C^  e::ii-.:rra;;;::ï  i:?vl.=:.-.iir*s  tiinl  eut  lies,  menoas  par  le  point  H 
urif  li^r.e  L^jj^ie  -^ivlriLîTie  HK  el  c ■  :i*;irn; as  le  rectangle  infinÎEDent 
p^::t  KV  HC  c::::pr.î  eilr»  I-*?  deui  se':;;>3S  tiansTersales  infininient 
voisli-es  »■',  m  '«',  Af  ;-r!  :  is  : 

i  iiii; .rj^sirtl  E  y  inill^xr-tre  ercraal  rêsolLaat  da  seul  effet  de  la 
tra--t:'  a  T. 

1  le  glissement  par  milLmètre  ourant  ^  3li  résultant  da  seul  effet 
de  leffort  de  eisaiiieiirnt  qoi  sexerve  en  B, 

Comme  cens  le  saT-:as  J  21  .  I.>ule  dilatation  longiladinale  d'un 
sij.iiie  (1  -'nt  les  fa  -es  latérales  S'>nt  libres  est  accompagnée  d'une  con- 
lract:L>a  tnmsversa'.e  d-'nt  la  valeur  par  millimètre  cooranl,  avec  les 
BuUtions  que  nùus  avons  ad.:plêes.  est  ^.à.  U  résulte  de  là  que  le 
rectangle  KVHU  se  transforme  en  un  parallélogramme  KVHX"  et,  en 
vertu  du  principe  de  la  superpositioo  des  petites  déformations  (§  7),  le 
point  B'  est  situé  à  l'extrémilé  d'uDe  ligne  polygonale  H11,H,H'  telle 
que 

H,  H,  (allongemenl  loiiL-iludinal  de  SiV)  =  SSxX 
H  H,  lîflissement  de  VH  relativement  â  KL')  =  tV  x  i 
H'H.^l'C  H' mlraction  transversale  de  Kr)  =  Kl'Xii.l. 

On  a  donc,  i-ti  projetant  sur  KB"  la  ligne  brisée  K[IH,B,H*  et  en 
remarquant  que  l'angle  IIKH'  ou  d>  est  infiniment  petit. 


KH*  =  KH  +  HH,.  wn  «  +  H,H,.  «•  «  —  H,H'.  sia  « 


•^ 


i,  =  I.  sin  ".  C09  «  + 1.  ooe'  «  —  I^  )-  bÎd'  i 


im 


ce  qui  peut  s'écrire 

1.  =  I  Ml  -  1)  +  «■-  Bin  2  »  -t-  X .  (1  +  iJ .  C08  2  1 
Comme  il  est  facile  de  le  voir,  cette  funclion  est  maximum  pour 

'"^''  =  îr(rFS 

ce  qui  donne  pour  lo  maximum  A  de  X, 


-=|M.-,)+v/p-^li^'J- 


TeUe  est  l'expression  cherchée.  On  a  trouvé  d'autre  part  (§  21)  que, 
pour  les  solides  isotropes,  on  peut  prendre  ti^  t  ;  on  a  donc  en  défi- 
nitive 


-=I^+#T^' 


formule  dont  nous  allons  faire  un  fréquent  usage. 

Supposons  par  exemple  (ce  qui  est  le  cas  du  problème  faisant  l'objet 
de  ce  paragraphe),  qu'on  ait  une  force  de  traction  T  et  un  effort  de 
cisaillement  0  uniformément  réparti  (ainsi  que  T)  dans  la  section  tranâ- 
versaie  do  surface  û;  désignons  par  R  la  charge  par  millimètre 
carré  à  la  traction  de  la  fibre  ayant  l'allongement  A,  et  remarquons  que  ; 


il  vient  alors 


En  admettaul  la  relation  théorique 


cette  formule  devient 


i 


^wii-â'+rs) 


r" 


foui  .«  tu  «i^-.**  M  T  =  ï.  ^  lu— Il  t^4mmt  m  hit  ^  ^  ^^  -  K,  ee  qù  Jmi 
•  w;;*  «jit.K..«  jc  bi^>»ni  ja  :  «■  «Uc  fv  «t  nlitiie  i  b  Indita-   Tailcolf 

>  '«.nr  -iM  „b  4«  l^tt^  tL^.r.;^  4a  paiÊ^t^;  Mtt  si  MS  k  fm  prta  celle  qai  a 
m  ^rt:ir}-^.a.^l  yM  ^  |  :i;-u1  in  tMft  «nf  pMr  taluriett  la  bw  §  11).  Si  Pm  m 
'fiiu',  U  4(  la  (i*rb<«Unl<i  iv.  priwnint  ai  dcînas  cafs.  m  Ifiiiiauii  ^aa  ■ 

E         E.l       E.x      f 

20  "20.  1"G.  (~r" 


K 


'-I^\/(ID+(J- g" 


\: 


■'  r,  cnnmc  coli  doit  eOMliTensat  sToir  limi  ;  n»i>  cetia  eoiD|ilic>- 
I,  fll  «lin  n  d'BuUnI  moius  da  rtîtoD  d'Mn  (|iie  [es  laloars  de  r" 
lur  lu  riiiils  si  lai  bois  sont  loiD  d'être  coaouss  iTec  préeUioc  : 
lllnur»  lUiifl  un  cia  extrémo  ponr  lequel  U  fonnuta  d'mI  pu  fcito. 
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§  VU 


L'ùtude  que  nous  venons  de  faire  esl  applicable  au  cas  d'un  rivel  ou 
d'un  boulon  destiné  à  l'assemblage  de  deux  tôles  ou  de  deux  pièces  de 
f;iibie  épaisseur,  et  soumis  à  un  effort  de  traction  longitudinale  qui 
résulte  soit  du  fait  même  de  sa  mise  en  place  à  chaud,  soit  du  serrage 
énergique  de  son  écrou.  Les  résultats  auxquels  elle  conduit  nous  seront 
encore  utiles  pour  les  autres  problèmes  relatifs  à  la  Itésistance  com- 
posée ;  dans  le  cas  en  particulier  où  l'effort  de  cisaillement  Q  ne  ae 
répartirait  pas  d'une  manière  uniforme,  les  formules 


-=i'+^IO'+(D- 


B  = 


8  0"'"  Vvâii) 


"I- 


sont  toujours  évidemment  exactes  à  condition  d'appeler  i  et  —  le  glisse- 
ment et  l'effort  de  cisaillement  par  millimètre  carré  gui  sont  spéciale- 
ment relatifs  au  point  considéré  (li5\toin\.n  parexemple,  sur  la  figure  172). 


i 


COMPRESSION  m*  GLISSEMENT  DNIFORHEMENT  REPARTI 
(Pièces  a^aat  oa  non  une  swtion  const&nte) 


;  iio.  —  Pièce  sollloltde  à.  la  compression  et  au  glissement. 


uii  effort  (le  coii 
meiil  réparlie  (:i 
versale  «.'onsidéi 
dent;  seulemeni 


rextrémité  d'uiio 
II  H,  (giisseinci 
II,  II,  (raccoui'i- 
II,  II'  (iinmatiMi 
A'  étauL  le  raïu'oi 
.  duit  par  la  foire 
Or  on  »,  coiiiu 


lintenant  que  nous  ayons  affaire  à  une  pièce  soumise  à 
i|iression  T'  et  à  une  force  de  cisaillement  Q  unîfonné- 
insi  que  T')  dans  toute  l'étendue  de  la  section  trans- 
ite. L'étude  de  ce  cas  est  la  même  que  celle  du  précé- 
.  au  lieu  d'une  contraction  transversale,  on  a  évidem- 
ment une  dilatation  (§  S9).    Considérons, 
comme  tout  à  l'heure,  un  rectangle  UHPS 
et  voyons  quel  est  le  raccourcissement  par 
millimètre  courant  X',  de  la  diagonale  SU  : 
dans  la  déformation  dont  nous  nous  occu- 
pons, le  cAté  SU  se  dilate  de  la  quantité 
UU'=:USXi).l',  de  sorte  que  le  sommet  H' 
du  parallélogramme  U'H'P'S  est  situé  à 
li^e  brisée  HH,H,H'  telle  que 
Ni  de  HP  par  rapporta  US)=:UHxi 
issement  longitudinal  de  UH)  =  U  H  x  1' 
Il  transversale  de  US)  =  USXti-''' 
ircissement  longitudinal  par  millimètre  courant  pro- 
T'  agissant  isolément. 
i'(  tout  à  l'heure, 


SU-SH'  +  HH,.  Bin«+H(H,.co3«  — HiH'.sina 

j^nséqucnt 

H,H. 


IH  —  Sir_  HH, 
"Sff" 


9m.+ 


SH' 


H,H' 
~    SH  ■ 


C'est  la  même  expression  que  celle  qui  a  été  obtenue  pour  A,  dans  li; 
paragraphe  précédent;  le  maximum  A'  de  X/  a  donc  pour  valeur 


ce  qui  conduit  aux  relations 


K'  étant  la  charge  à  la  compression  par  millimètre  carré  de  la  liliru  hi 
plus  fatiguée  à  la  compression  au  point  II;  u  el  u',  les  surfaces  ifiiil 
faudrait  donner  à  la  section  transversale  considérée  pour  résister  isolé- 
ment, avee  sécurité,  à  la  force  de  compression  T  et  à  l'effort  de  cisail- 
lemenl  Q.  ïl  est  d'ailleurs  bien  entendu  que  nous  supposons  que  la 
pièce  comprimée  est  assez  courte  relativement  à  ses  dimensions  trans- 
versales pour  qu'on  n'ait  jamais  à  craindre  pour  elle  la  flexion  ou, 
autrement  dit,  le  (tambemenl  dont  il  a  été  longuement  question  k 
propos  des  solides  chargés  debout.  Cette  dernière  remarque  est  npiili- 
cable  à  tous  les  paragraphes  qui  vont  suivre  et  dans  lesquels  il  sera 
question  d'efforts  de  compression. 


i 


FL8ÎI0N  ET  GLISSEMENT. 
(Pièces  ayant  oa  doq  une  section  constante). 


g  1^6.  —  Pièce  soUtcttée  &  la  flexion  et  an  glissenient» 
lorsque  les  sections  transversales  peuvent 
slnfléchir  librement. 

Ce  cas  est  celui  qui  a  été  traité  pour  une  pièce  fléclùe  par  une  ou  plu- 
sieurs foires  niirmales  {$  SO);  nous  avons  fail  connailre  en  même  temps 
les  règles  pralii]ues  dont  il  convient  de  faire  usage;  il  est  donc  inutile 
de  revenir  sur  ce  sujet. 


g  ]  i7 .  ~  Pièce  sollicitée  A.  la  flexion  et  an  glissement, 

iorstftte  la  section  la  pins  fatiguée  est  contrainte 
a  rester  plaue. 

11  se  présente  dans  la  pratique  un  certain  nombre  de  circonstances  où 
l'une  des  sections  transversales  d'un  corps  fléchi  reste  forcément  plane  ; 


1 

*                            B 

1  i 

'U 

C 

n«.n4 
*«r  exiMople  le  cas  d'une  pièce  fixée  par  lui  encastrement  dans 


f 
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equel  elle  est  invariabUniiofil  scellée  ou  soudée  de  telli»  sorlp  qu'aucun 
mouvement  ne  peut  avoir  lieu  dans  la  surface  AC.  Le  même  phéno- 
mène se  produit,  avec  divci-s  dispositifs,  pour  certaines  sections  excep- 
Uonnelles  qui,  n'ayant  aurnne  raison  pour  s'infléchir  d'un  ciité  plutôt 
que  de  l'autre,  restent  planes  quand  il  y  a  symétrie  parf'nilc  di'  rliaque 
côté  :  c'est  par  exemple  ce  qui  arrive  pour  la  section  AA'  d'une  pièce 
reposant  sur  deux  appuis  et  symétriquement  chargée.  Voyons  comment 
on  peut  alors  calculer  la  cliarge  de  la  fibre  qui  Iravaille  le  jihis  dans 
l'une  de  ces  sections  exceptionnelles  :  appelons  M  le  monieul  flècliissanl 
auquel  elle  est  soumise  et  Q  l'effort  tranchant  qui  lui  est  appliqui''  ;  celui- 
ci  se  répartît  d'une  manière  uniforme  dans  toute  l'étendui'  '-l  de  la  sur- 
face AA'  puisque  celle-ci  reste  plane  (§  39);  c'est  donc  aux  puinls  A  et  A', 


Fig.  175 

les  plus  chaînés  parle  fait  de  la  flexion,  que  la  fatigue esl  la  plus  <;i 
et,  pour  avoir  cette  dernière,  nous  n'avons  qu'à  combim  r  onlii 
l'effort  (le  glissement  et  ceux  d'extension  ou  de  comprossiuii,  ce 
nous  avons  appris  à  le  faire  [§  124  el  125).  La  charge  iiiaxiuiuii] 
traction  11  (qui  se  produit  en  A)  est  donc  égale  à 


■¥+\/(î¥Rîf 


puisque  l'effort  de  traction  par  mijliuiêtre  carré  — (que 


11'  uKinieiU  lié- 


■  M. 


(§  44). 


chissant  M  produit  au  point  A)  est  égal  à  - 

On  voit  de  même  que  la  charge  maximum  à  ta  compres>iou  If  (qui  a 
lieu  en  A')  a  pour  valeur 

"•=!¥+ \/(i^r+(is)- 

R  el  K'  élanl  ainsi  coimus,  le  problème  proposé  se  Irouvc  .  «olii. 


i 
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Les  expressions  précédentes  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  un 
peu  différente  qui,  pour  la  première  par  exemple,  est  la  suivante 


« = ¥  [M  /  • + &h)-] 


Dans  le  cas  d'une  pièce  encastrée,  de  longueur  L,  fléchie  par  une 
force  normale  P,  cette  relation  devient 


Lors  donc  que  les  quantités  ( j  et  [       ,     1  sont  assez  petites 

pour  être  négligées  devant  l'unité,  il  suffit  de  prendre 


B  = 


M.  9 


ce  qui  revient  à  laisser  absolument  de  côté  Teffet  produit  par  reffort 
tranchant,  même  pour  les  sections  exceptionnelles  dont  il  est  ici  ques- 
tion. 
Dans  le  cas  particulier  d'une  pièce  de  section  rectangulaire  on  a 


\Q,t.Lf       Ul/ 


de  sorte  que  dès  que  la  longueur  L  est  un  peu  plus  grande  qpie  la  hau- 
teur b,  la  simplification  dont  nous  venons  de  parler  est  permise  et  la 


i 


résistance  de  la  pièce  peut  èlre  calculée  comme  si  elle  n'était  soumise 
qu'au  seul  moment  fléchissant  P.  L.  Cette  conclusion  importante  subsiste 
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encore  si  le  corps  considéré,  au  lieu  d'èlre  rectangulaire,  a  une  section 
circulaire,  elliptique,  etc. 

En  résumé,  les  conclusions  de  l'étude  que  nous  venons  de  fairi;  soiil 
les  suivantes  : 

1"  Il  n'y  a  qu'un  petit  nombre  de  sections,  se  trouvant  dans  des  con- 
ditions tout  à  fait  exceptionnelles,  pour  lesquelles  il  puisse  y  avoir  lieu 
de  tenir  compte  des  effets  combinés  de  flexion  et  deglissemenl  ;  co  sont 
celles  qui  sont  astreintes  à  rester  planes. 

2°  Même  pour  ces  sections  exceptionnelles,  il  n'y  a  pas  lieu  de  se 
préoccuper  de  l'effet  de  glissement  ou  cisaillement  dès  quo  le  bras  de 
levier  de  la  force  de  la  flexion  atteint,  avec  les  formes  généiRlement 

.1, 


£lî> 


-  Pièce  sollicitée  a  la  trmctkm,  &  la  flexion 
ec  uig 


Soil  M  1»?  mi'tuenl  fl^bissani  «u-piel  est  soumise  la  section  considérée 
•II'  du  corps  solide,  T  la  force  de  Irac- 
V,     ,  ■■■Ji*  <pii  est  appliquée  au  centre  de 

•.'ranlé  G  de  celte  surface  et  se  répartit 
[.ar  conséquent  d'une  manière  uni- 
furme  sur  celle  dernière  (§  18).  Comme 
nous  l'avons  Ml  au  paragraphe  120,  les 
efforts  d'extension  et  de  compression 
lias  au  moment  H  s'ajoutent  algébri- 
quement à  ceux  qui  résultent  de  la 
traction  T,  de  sorte  que  les  charges 
supportées  de  ce  fait  en  n  H  u    par  les  fibres  les  plus  fatiguées  sont 


U 


M. 


(tmction) 


I 


(oompTMsion) 


et  il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  les  combiner  avec  les  efforts  résul- 
tant do  la  force  de  cisaillement,;  i-Vst  le  problème  qui  a  élé  résolu  aux 
paragraphes  12fi  et  127.  Si  la  section  est  libre  de  s'infléchir,  il  n'y  a 
ifea  ajouter  aux  charges  ci-(U-ssu.s,  mais  simplement  à  voir  s'il  n'y  a 
B  où  l'effort  lrani"]j;inl  est  à  craindre  (§  SO)  ;  on  n'oubhera 


—  Mt  pOïitiTa,e'«st-à.dife  qu'il  ji 
Is  eu  eonlrairo  tt  faligua  est  ctrUinenent  moiadrB  en  n' 


pas  d'ailleurs  qu'aux  points  en  queslion  le  glissement  doit  se  combiner, 
suivant  les  formules  du  paragraphe  124,  avec  la  IracUon  uniformément 

répartie  - .  Dans  les  cas  exceptionnels  au  contraire  où  la  section  en 

question  est  assujettie  à  rester  plane,  le  glissement  s'y  répartit  d'une 
manière  unifomie  comme  nous  l'avons  déjà  dit  bien  des  fois,  et  les 
charges  R  et  R'  des  fibres  les  plus  fatiguées  à  la  traction  et  à  la  com- 
pression sont  (§  127) 


uY-ïHm'^-M+m 


Si,  au  lieu  d'une  Iraclion  T,  on  avait,  une  compression  T,  il  suffirait 
de  remplacer  dans  les  expressions  précédentes  T  par  —T. 


i 


TRACTION  (ou  Compression)  ET  TORSION. 
(Pièces  ayant  la  forme  d^un  solide  de  réyolution). 


§  129.  —  Pièce  sollicitée  à  la  traction  et  à  la  torsion. 

Appelons  M'  le  moment  du  couple  de  torsion  auquel  est  soumise  la 
section  circulaire  considérée  nrC  et  T  la  force  de  traction  appliquée  à  la 
fibre  moyenne  ;  le  couple  M'  produit  un  glissement  tangentiel  f  dont  la 
valeur  est  maximum  à  la  circonférence  et  qui  donne  lieu  à  une  charge 
par  millimètre  carré  égale  à  (§  90) 


tandis  que  celle  qui  résulte  de  la  traction  a,  en  tous  les  points,  une  va- 
leur  égale  à  -  .  Pour  résoudre  le  problème  proposé,  nous  n'avons  donc 
qu'à  combiner  entre  eux  les  deux  efforts  précédents,  comme  nous  avons 


''*"%V  '^ 
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déjà  eu  l'occasion  de  le  faire  (§  124).  La  charge  à  la  traction  R  des  points 
qui  fatiguent  le  plus  dans  la  section  nrC  et  qui  sont  tous  situés  sur  son 
contour  extérieur  est  donc 


5M'.  r\* 


n  -  S    T         //5    T\"       /5M'.  v\ 


Dans  le  cas  d'une  force  de  compression  T',  la  formule  à  adopter  serait 
la  même  (§  128). 


TORSION  ET  GLISSEMENT  UNIFORHEMENT  REPARTI. 
(Pièces  ajMt  U  forme  d'un  solide  de  réTolutioa). 


S 130.  —  Pièce  sollicitée  &  la  torsion  et  aa  gUssemeDt. 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  du  solide  cfnisidêré  soit 
horizontal  et  que  la  force  de  cisaillement  Q  soit  verticale.  Le  couple  do 
torsion  M'  donne  lieu,  sur  la 
circonférence  extérieure  de  ^ 
la  section  A  B  C  D,  à  un  effort 
tangentiel  de  glissement  qui 
est  égal,  par  millimètre  carré, 
à— 1-  et  qui  se  combine  avec 
un  autre  de  même  espèce  pa- 
rallèle à  Q  et  ayant  pour  va- 
leur ^  si,  comme  nous  l'ad- 
mettons, le  cisaiUement  se  ré- 
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partit    d  une    manière    unir 

forme  dans  toute  l'étendue  de  la  section.  11  résulte  évidoiuiiieril  de  là 
que  la  fatigue  maximum  a  lieu  au  point  C  où  les  deux  Lli'i>I<i<'ciucnls 
moléculaires  produits  s'ajoutent  entre  eux  en  donnant  une  cluii-f,'!'  ik' 
glissement  par  millimètre  carré  égale  à 


Si  l'on  voulait  trouver  la  charge  qui  correspond  à  unanliL'  pDînl  quel- 
conque de  la  section  AKCD,  on  opérerait  d'une  manière  luiuki^uc  en 
composant  algébriquement  entre  eux  les  deux  déplacements  cinTei^iiiiii- 
dants  ;  pour  le  point  A  par  exemple  où  ceux-ci  sont  à  anjrlo  liniil  l'un 
avec  l'autre,  leur  résultante  AH  a  pour  valeur  ^,-a _^ ,-ï^  do  suite  qui'  la 
charge  de  glissement  par  millimètre  carré  est  alors 


-.-v/iir+m 


FLEXION  ET  TORSION. 
(Pièces  ayant  la  forme  d'un  solide  de  révolotion). 


Frac  11 


§  131.  —  Pléoe  sollloltée  6.  la  flexion  et  &  la  torsion. 

Le  couple  de  torsion  M'  fait  travailler  d'une  manière  égale  tous  les 
points  du  contour  extérieur  ABCD,  tandis 
que  ceux  qui  fatiguent  le  plus  à  la  flexion  par 
le  fait  du  moment  fléchissant  M  sont  situés 
dans  le  plan  de  flexion  en  A  et  B;  ce  sont 
donc  ces  derniers  qui  éprouvent  la  plus 
4i;rande  fatigue  et  leurs  charges  respectives 
totales  R  et  U'  à  la  traction  et  à  la  compres- 
sion sont  données  par  l'expression  suivante 

(5  m  et  1i5),  puisque  -^  est  la  valeur  des 

efforts  de  traction  et  de  compression  par 
inillimèlre  carré  produits  par  la  flexion  en  A 
el  en  B. 


r+^'il¥RPFT 


Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est,  â  peu  près,  celui  d'un  arbre  de 


t— H--i 
P     p*  S* 
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ii»»'hino  s,»llii'ité  ivir  wm>  for»-e  nv>miato  asHssanl  k  l'extrémité  d'un  bras 
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de  levier  AB;  on  voit  en  effet  que,  si  on  applique  en  A  deux  forces 
égales  et  parallèles  à  P  mais  dirigées  en  sens  contraire  l'iint'  de  l'autre, 
la  section  transversale  rui'  a  à  supporter  un  momciii  ilo  lorsion 
M'^P.  II,  et  un  moment  de  flexion  M=P.  L.  La  fonnulc  qui  donne 
les  valeurs  de  R  et  de  R'  est  alors,  en  appelant  d  le  dianitlre  de  l'arbre, 


B  =  E'  =  ^ (s  L  +  5  ^/L"  +  a») 

n  convient  d'ajouter  que  la  force  de  flexion  AS  =  P  diuiiif  limi  ii  un 
effort  tranchant  dont  il  faudrait  tenir  compte  en  toute  rii^ucur,  iiiiiis  qui 
est  le  plus  souvent  négligeable  {§  50);  si  cependant  on  ju^'cail  L|u'i!  y  a 
lieu  de  s'en  préoccuper,  on  agirait  comme  il  a  été  dit  au  jiaragraphe 
précédent. 


M 


TRAOnON  (01  Compression),  GUSSHIINT  UNIFORMEMENT  RÉPARTI, 

FLEXION  ET  TORSION. 

(Pièces  ayant  la  forme  f  nn  solide  de  réyolution). 


§  132  —  Pièce  sollicitée  à  la  traction,  au  glissement, 

&  la  flexion  et  à  la  torsion. 


L'étude  de  ce  cas  complexe  ne  présente  pas  de  difficultés  après  ce 
qui  vient  d*être  dit  dans  les  paragraphes  précédents  :  en  un  point  quel- 
conque H  du  contour  extérieur  de  la  section  transversale  considérée. 


T 

— ^ 


n* 
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on  a  doux  glissements  •  et  •'  dus  à  la  force  Q  et  au  couple  M',  et  pou- 
vant être  remplacés,  suivant  la  règle  du  parallélogramme,  par  le  glisse- 
mont  résultant  •""  ;  ce  dernier,  à  son  tour,  se  combine  avec  rallonge- 
ment X  dû  à  reflfort  de  traction  T  et  avec  l'allongement  \  ou  le  raccour- 
cissement X',  provenant  du  moment  de  flexion  M.  Comme  on  le  voit  sur 
la  flgun%  la  direction  de  i"  est  à  angle  droit  avec  celles  de  X,  \  et  \\ 


^ 


v^- 


de  sorle  qufi  le  problème  à  résoudre  renlre  imiiu'-dialeiinMil  dans  ceux 
que  nous  venons  d'éludier  en  détail.  Voyons  en  particulier  ce  qui  se 
passe  aux  points  A,  fi,  C,  D. 

En  A  les  deux  glissements  t  et  i"  sont  à  angle  droit,  et  donnent  lieu 
par  conséquent  à  un  effort  de  cisaillement  par  niillimélre  carré  égal  à 
{§  130) 


\/(§ 


D'autre  part,  en  ce  même  point,  les  charges  i-j-  et  -  dues  au  mo- 
ment fléchissant  M  et  à  la  traction  T  s'ajoutent  enlre  elles  pour  donner 
un  effort  de  traction  par  millimètre  carré  égal  à 


de  sorle  qu'en  définitive  la  fatigue  maximumà  la  trarlion  qui  se  produit 
en  A  est  (§  124) 

Au  point  B  les  mêmes  phénomènes  se  passent  si  ce  n'est  toutefoisque 
l'efTort  de  traction  — j-  est  remplacé  par  un  effort  de  compression  — j— ; 
nous  avons  doiv  pour  charge  à  la  compression  par  millimètre  carré  en  B 

-=ifV-§+v/[8(^-I)I+(IÏHm' 

En  C  l'effet  produit  par  le  moment  fléchissant  M  esl  nul,  tandis  que 
les  glissements  i  et  r  s'ajoutent;  on  a  donc  pour  \nliMir  do  la  faliguo 
maximum  à  la  traction  au  point  considéré  {§  124) 


-=îlW1iiHUh'-^)J 


Enfin  en  U  les  dmix  glissements  se  retranchenl  l'un  lU'  l'autre,  ce  qui 
donne  pour  ce  point 


mais  i!  n'y  ii  cwiliiiinienl  pas  lieu  de  tenir  compte  de  cette  valeur,  puis- 
(lU'fille  l'Sl  iiifi-riiMire  à  la  précédente. 

Si.  au  lieu  d'iiiiiî  force  de  traction  T  ona  une  force  de  compression T', 
lus  cnnsidi'pnliniis  qui  précèdent  ne  cessent  pas  d'être  exactes,  et  les 
fofuiiili's  pivi'r-di'iite»  sont  encore  applicables  à  condition  d'y  remplacer 
■TiKu--    T. 

Km  liiiiitiiMiil  !■.■  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que. 
il;iiir.  Ii'>  'ils  i|iii  se  présentent  dans  la  pratique,  l'effet  produit  par  la 
tlrxioii  l'rriijfi.iii'  frénéralement  sur  ceux  qui  proviennent  du  glissement: 
diins  l'cs  ('u[iil!)i<'jis  la  fatigue  maximum  se  produit  au  point  A  dans  le 
cas  d'uiH'  li;iiiinii  'r,et  en  B  dans  te  cas  d'une  compression  T';  onn'aura 
iliiiic  ]<■  |lUl^  suineiil  besoin,  pour  s'assurer  de  la  solidité  de  la  pièce, 
uii'ii  f;iiiv>  nsuL'i'  lie  la  formule  suivante 


■oV\/[i(V 


;i[>pli<-;iLilr  il;iii--  li'  cas  de  la  compression  comme  dans  celui  de  la  traction, 
il  roiifljimii  r|i.  ritnplacer  alors  T  par  T  et  R  par  U'.  Nous  rappellerons 
HL'iili'iiiriil  iinr  Tviiiarquo  déjà  faite  (§  123),  à  savoir  que  nous  supposons 
que  Il's  pii'-rcs  nimprimées  soient  assez  courtes  relativement  à  leurs 
diuiuHsiuns  lran.s\ersale8  pour  que  le/lambement  ne  soit  pas  à  craindre. 
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CHAPITRE    Vin 


PHENOMENES    DE    RUPTURE 


PHÉNOMÈNES   DE   RUPTURE 


§  133.  —  Considérations  grénérales  sur  les  phénomènes 
de  rupture  et  sur  les  lois  qui  les  régissent. 

Nous  avons  déjà  dît  à  bien  des  reprises  (§  17)  que  les  formules  ordi- 
naires de  la  Itésislance  des  matériaux  sont  essentiellement  basées  sur 
ce  principe  que  les  petites  déformations  (allongements,  raccourcis- 
sements et  glissements)  sont  proportionnelles  aux  forces  qui  les  produi- 
sent ot  par  conséquent  elles  ne  sont  applicables  que  dans  les  cas  où 
l'élasticité  n'est  altérée  en  aucjtn  point  du  corps  considéré .  Vouloir  s'en 
servir  au-delà  de  cette  limite,  c'est  commettre,  de  propos  délibéré,  une 
erreur  grossière  :  en  particulier,  si  l'on  Teut  calculer  ou  simplement  pré- 
voir ce  qui  se  passe  dans  les  phénomènes  de  rupture,  il  faut  avoir  de 
nouveau  recours  à  l'expérience  et  lui  demander  les  bases  qui  pourront 
servir  de  point  de  départ  pour  l'établissement  de  nouvelles  formules. 
Comme  nous  allons  le  voir  dans  l'étude  sommaire  qui  va  suivre,  les  phé- 
nomènes en  question  sont  d'ailleurs  très  complexes  et,  à  un  moment 
donné,  ils  peuvent  même  changer  brusquement  de  nature:  sans  parler 
des  pièces  chargées  debout  suivant  leur  axe,  dans  lesquelles,  à  partir 
d'un  certain  point,  la  compression  est  remplacée  subitement  par  la 
flexion  si  elles  sont  suffisauient  longues,  nous  citerons  le  cas  de  la  trac- 
tion  dans  lequel  l'effort  exercé  finit  par  ne  plus  élre  uniformément 
réparti  (§  18)  et  donne  même  forcément  lieu  à  des  effets  de  fiexion  dès 
qu'une  criqùre  ou  une  disjonction  non  symétrique  commence  à  se  pro- 
duire- De  même,  comme  l'a  constaté  Vicat,  la  rupture  d'un  prisme  par 
lorsion  s'achève  parfois  par  une  flexion  autour  de  lignes  obliques  par 
rapport  aux  arêtes  ;  c'est  ce  même  ingénieur  qui  a  fait  cette  remarque 
que  la  disjonction  de  la  matière  se  produit  quelquefois  suivant  une  sec- 
tion toute  différente  de  celle  qui  éprouvait  la  plus  grande  fatigue  quand 
la  limite  d'élasticité  n'était  pas  atteinte,  et,  d'après  ce  que  nous  venons 

1» 
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de  ilire.  il  n'y  »  pas  liou  Je  sVii  éloimer.  Sans  vouloir  insister  davantage 
sur  k's  observal:o:)s  de  "V  l^';l^**  qu'il  sérail  facile  de  multiplier,  nous 
allons  i>arier  mAinte::Aut  br>\oait'Ul  des  diverses  sortes  de  raplure. 


§  lai.  —  Effort  BéoesiiJr»  pour  produire  la  rupture 
pair  tructioa,  par  compression,  par  dsailleinent 

Eli  nous  vsvu; J-..Î  .ie  la  Irj.::.  3.  de  la  compression  e(  du  glissement 

Ui'us  a\v»::s  ô.-.,a  f.t.:  i-, •..■.,à-.;,-v  ce  if^  c.-'ùfeme  U  rupture  dans  ces 

diverses  v*:n.',  ■„>;.»:.,-(•*;  :..  ,:s  ;.i\.--..s  d.  :.»-  que  peu  de  chose  à  ajouter 

à  rt'l  eiMr-i,  N^us  r..vv'.r.:":*.:.*  *>:  ulezi^ei-t  que.  dans  le  cas  de  la  traction 

q«;  a  eîf  de  S- au.-. ur  >  zi^v .ix  t ;u :-.e.  îeî.'rt  eiercé  ne  peut,  à  aucun 

'.>.;.'"•-«".:!.  t';r^-  ^  r.s  ',;  -^-  .-,  r.-.u;  -•:..:',  n:!',  z:.ti.\  n-^Mrti  que  si  sa  direction 

|Msst'  ;v.\r  «-  ivv;,-v  ,;:■  jr".i':,f  ù:**  .tvt-rses  sections  tiansversales.  Si 

l\':;  a  a^-tin-  roir  i-\^:-,; 'f  i  ■_:.:  tjLr>::e  va  à  une  l;iïe  percée  de  trous 

s;,;;  s>v,^.  ;r  ^v.-.s  .c  *>  A.;  -r.-;'  iT.-^-tv  îrUe  que  A.  ies  phônomènes  qui 

Se  ■-T.".: ^s«:.:s^:;tp!us complexes  que  ceux 

^u"  rï^.  ^-"1,:  ie  ïa  sinipie  traction:  il  mi  esl 

;  ,      ^   r.  ~  p;:,:ru>=:er.I  de  niêaie  si  on  opère 

I      s-r  ItS  "-^-s  rivu  1.:::::  jTèaes-  Si  cependant 

'  ^•'"  '      -  ;  »"*"*■  sjii-- :-T-  diiis  !a  répartition  de  la 

*"  '  I      -j.  y^;-^:  j;;i,-u^  i-  cei.lr^  ie  gravité. aufur. 

^ .•  ^ !      :f-,;  i:   jL  >.S;-r-T iT-.-r,  cesi-a-iire  de  flesivn- 

,  ,  •-■;  s.^-,'.  :  :i  liZi^i-eL;  a  cnii-ire;  mais,  dés 

r<  "-SÎ  i;-  ,-.  u.----:--.t=-t".'  i^  r*sai.  la  Ctlisuedes 

■.      -s-tS    r^.r-^^s    I:  i-:.;  ii.j>s    c-?   serait 

iv-  Ji  r ,— .V  ïs  ^  r.1.    -"^  '-r:  s*;  r-,vi-.r.'.:  ;,;?  sc-^wssiveaient,  àdes 

■•■>  J.'    ■>""">    -  ■.'.....-".>  !"■,.  ^'.-.-S^  .1.  ,rri."   :.  It  ----y--  ■   ij  ^^.■^T^"■;^.ll^^  p-.S- 

s.  -  -  !.■«  jo.  ,  ,■-  ^~  -.  '  --'■  -■-  -  ---  .,'.  .î  i-u-j-Tï  sa:^  se  fccîser.  ii  e>t 
.-ii?  ^.■:-  :■•■*  T->v:-:s  .:;  r-.;'i.-^-ï- s-v.---ï-s«.v^s  ^i  ,;;..i^eeî  les  nir* 
_^_^  j_  -;s  s...  ,  st    ^  :.-•-.■.■    :  r,.  -.s  1  .-Tt^'ir!;  ec  ti'jscg.  x-éciie  lie  -J 

■  1  >■-■     C"   >-■    s    .v^^  -  -;■   ,--   ■-".'--ir   1  il   nisisLinoe   t-Ult- 

^ .  ..  -^     ■  -^  ,.■  y  i    ,.  •',■  C--  ■■•-  —  ■  -  iii  ~'  >v  ■-  >■;!;■  laiiTtii»;  les  meyii 

.  -»  ,-1   t         .    -  ~  ■-  '.         "^    ■'  -*  >~il  -^  î^e  '«s  ju;j~rt  et  w 

^•^■j  .,■  -•    .;.  r-    ■.:  ,1  ~-,  ■  -^■-  -L-S  i"^  aWLleurysci-CC'-iJDs: 

..,.,..   ■_-        ^  ■  i^  ,*,  -. ,,;  i;^_.-;r»  7^ma^j»u  eit  tout  J^'-^ 
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cutiéremenl  applicable  aux  circoii  a  Lances  dans  lesquelles  la  fatigue  de 
la  matière  n'est  pas  uniforme  dans  toute  l'élendue  de  la  pièce,  c'est-à- 
dire  dans  le  cas  de  la  flexion  ou  delà  torsion  comme  nous  le  verrons 
bieiitàt. 


1 135.  —  Moment  nécessaire  pour  produire  la  rupture 
par  flexion. 


Une  étude  beaucoup  plus  comptifiuée  que  la  précédente  est  celle  delà 
rupture  par  flexion  parce  que  les  diverses  fibres  parallèles  à  l'axe  sup- 
portent des  efforts  qui  sont  exlrénienient  variables  d'un  point  k  l'aulre 
(l'une  même  section  transversale,  el  qui  sont  d'ailleurs  les  uns  de  Irac- 
liou,  les  autres  de  compression.  Si  l'on  considère  une  poutre  flécliie  par 
une  ou  plusieurs  forces  normales  P,  il 
est  clair  que  les  points  les  plus  fatigués, 
lels  que  A  et  B,  atteignent,  avant  tous 
les  autres,  la  limite  d'élaslicité  et  qu'ils 
la  dépassent  aussitôt  qu'on  continue  à 
faire  croilre  les  forces  extérieures.  Si,  à 
ce  moment,  on  suspend  l'action  de  ces 
ilemières,  les  molécules  de  la  région  cen- 
trale qui  n'ont  pas  encore  atteint  la  limite 

en  question,  forcent  évidemment  les  autres  à  retounier,  malgré  elles, 
vers  leurs  positions  premières,  en  sorte  que  les  défoi-mations  perma- 
[lenles  ne  deviennent  appréciables  que  sensiblement  au-delà  du  point 
oii  l'élasticité  est  altérée  à  la  surface.  En  d'autres  termes,  si  l'on  appelle 
M  la  valeur  du  moment  fiécliissaut  qui  commence  à  produire  ces  cliiin- 
gements  de  forme,  la  charge  correspondante  par  millimètre  (.'airé  H 
calculée  au  moyen  de  la  formule  habituelle 


■/} 

ê 

D 

M 


R.  I 


est  plus  grande  que  la  limite  d'élasticité  constatée  dans  des  expériences 
de  traction  ou  de  compression  faites  sur  la  même  matière.  C'est  là  un 
fait  sur  lequel  nous  avons  déjà  insisté  (^  86). 

La  même  augmentation  de  la  charge  It  se  constate,  d'une  manière 
plus  sensible  encore,  si  l'on  pousse  les  charges  jusqu'au  point  qui  déter- 
mine la  rupture.  Pour  nous  rendre  compte  do  ce  qui  se  passe  dans  ces 
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circonstances,  considérons,  comme  au  paragraphe  43,  deux  sections 
transversales  infiniment  voisines  mn,  m'n';  comme  l'expérience  a  per- 
mis de  le  constater  bien  des  fois,  ces  sections  restent  sensiblement 
planes  et  normales  de  sorte  que  l'allongement  ou  le  raccourcissement 
des  diverses  fibres  est  toujours  égal  à  -  c'est-à-dire  que,   pour  une 


FigiSS 

même  valeur  de  p,  il  est  proportionnel  à  la  distance  e  qui  les  sépare  de 
la  ligne  des  fibres  invariables  (')  (g  43),  mais,  la  limite  d'élasticité  étant  dé- 
passée pour  un  certain  nombre  d'entre  elles,  les  efforts  qtii  les  sollicitent, 
au  lieu  d'obéir  à  la  même  loi  de  proportionnalité,  sont  représentés 
par  les  ordonnées  (,  (positives  ou  négatives)  d'une  certaine  courbe 
MoN  qui  ne  se  (Confond  fiviïc.  une  ligne  droite  que  dans  le  voisinage  du 
point  a  et  dont  l'unf  des  ordonnées  extrêmes  mM,  nN  est,  lors  du  com- 
mencement de  la  rupture,  égale  à  la  charge,  par  traction  ou  par  com- 
pression, qui  ilêleruiine  la  désorganisation  de  la  matière  (*).  Comme 
équation  d'équilibre,  on  a  Ji  cet  instant,  en  appelant  M,  le  moment 
flécliissanL  correspondant, 

M,= /(,.  d»X« 

ou  bien,  en  désignant  par  a  !a  largeur  de  la  pièce  au  point  considéré, 

M, =  /*(..  a.e.de 

Or  si  la  proportionnalité  entre  les  déformations  et  les  forces  élastiques 

l'iieure,  cetla  ligM  Mt  alors  dilTérMte,  «a  g&iéni,  d«  Mil* 
gmiti!  itc9  scciions,-  ella  vsrls  mime  de  poutiOD  d'nn  InsUnt  i  Viii' 
force  Oictiijsaale. 

3  pnr  flciion  qu'on  trouTcn  loDgaeneiil  développée  dans  la  Bétis- 
ITlsr  el  da  Saint  VaDant  (page  86  etsiÙTuitas)  a  élé,  dapuii  Ion, 
'Vi.  Voir  BU  parlicalier  le»  AnnaUi  det  Minet,  S"  udmIn  il* 
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avait  lieu  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  courbe  M«N  devrait  évidem- 
ment être  remplacée  par  la  droite  Ma,N  et  le  moment  flt.'chissanL  de 
rupture  serait,  dans  cette  hypothèse,  égal  non  pas  à  M,  mais  à 


M  =ft.  d<a  X  e=A  a-  «■  rf« 


D'après  ce  que  nous  savons  sur  la  forme  des  courbes  qui  représentent. 
les  allongements  et  les  compressions  en  fonction  des  eiïorls  qui  les  pro- 
duisent, tf  est  plus  grand  que  ^  et  on  a  par  conséquent 

U,  >M 

c'esUà'dire  que  la  valeur  réelle  du  moment  de  flexion  nécessaire  pour 
produire  la  rupture  est  plus  grande  que  la  quantité  M  qu'on  déduirait 
de  la  formule  connue 


si  on  appliquait,  à  tort,  cette  dernière  au  cas  actuel  en  y  prenant  R  égal 
à  la  charge  de  rupture  par  millimètre  carré  relative  ii  ia  tra<;Uon  ou  à 
la  compression.  Pour  exprimer  le  même  fait  d'une  autre  faron,  on  peut 
encore  dire  que  le  nombre  Recalculé  brutalement  au  moyen  de  la  relation 


R,.I 


M,» 


est  notablement  plus  grand  que  R  et  ne  représente  nullement  la  charge 
par  millimètre  carré  qui,  dans  les  essais  de  traction  ou  de  compression, 
détermine  la  séparation  des  molécules.  Une  réserve  cependant  est  à 
faire  :  si,  en  effet,  on  opère  sur  un  corps,  tel  que  l'acier  très  durel  peu 
ou  point  ductile,  dont  l'éiasticilé  se  maintient  presque  jusqu'à  la  rup- 
ture, il  est  bien  clair  que  la  courbe  M«N  et  la  droite  Ma.N  se  confondent 
sensiblement  l'une  avec  l'autre  et  que,  pour  ces  matières  esception- 
nelles,.on  a  à  peu  près  M  =  M,  et  R  =  R,(').  Les  nombreuses  expériences 
faites  par  divers  expérimentateurs  et  en  particulier  par  Bauscbinger 


11)  A  M  eu  partiiDlier  it  hudrait  érideiniiuul  joindra  c«Iui  ail  U  piicg  Oéchlc  sérail  conititute 
pu  dnu  nm«llu  très  minces  réunios  pir  une  ftaa  d'Ëpduenr  négligeibli  ;  on  n'nurïil  i'tu<i  en  elTet 
t]«ri  qoB  deai  limplei  bindes  tmulltnl  d'une  maniera  unirorme  l'une  à  la  Iraclion,  l'autre  i  la 
[•mpreaion;  miit  ce  cas  n'a  rien  de  praliqw  en  nitoD  du  déTenemant  qui  »e  produirait  bien 
titnt  U  niptnie  dM  umelle*. 
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confirment  enlièrement  les  divers  résultats  théoriques  qui  viennent 
d'être  indiqués. 

Comme  on  le  remarquera,  la  rourbe  M«S  qui  donne  la  charge  par 
miUimi'Ire  carré  /,  d'une  fibre  en  fonction  de  la  distance  «  (charge  qui, 
pour  une  valeur  donnée  du  rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  neutre,  est 
proportionnelle  â  l'allongement  ou  au  raccourcissement  de  cette  fîbre) 
ne  doit  pas  différer  beaucoup  de  celles  qu'on  relèverait  dans  des  essais 
directs  de  traction  et  de  compression.  Si  l'on  suppose  ces  dernières 
connues,  l'intégrale 


U,=  ft.,  a.e.  de 


peut  s'évaluer  facilement  puifique  c'est  le  moment  par  rapport  à  l'axe  aa* 
do  la  surface  dont  les  ordonnées  seraient  e  et  les  abscisses  (,.  a  ;  sa  dé- 
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termination  graphique  ne  présente  aucune  difficulté.  Examinons  en  par- 
ticulier le  cas  où  l'épaisseur  a  de  la  section  transversale  considérée  est 
constante  et  où  les  deux  courbes  i  M,  a  N  relatives  à  la  traction  et  à  la 
compression  sont  supposées  les  mêmes  ;  on  a  alors 


M,  =  «/,,.. 


OU  bien  en  appelant  A  chacune  des  aires  curvilignes  indiquées  par  des 
hachures  sur  la  figure  186, 


=  2  a  X  Uoment  de  l'&ire  A 


Or,  en  verlu  de  la  forme  des  courbes  de  traclion  el  do  compression, 
on  est  certain  qu'on  a 


Moment  de  l'&irc  A  <  Moment  du  rectangle  mtlXJ  a 

<E.|x| 
On  pcul  donc  écrire 

M.<|R.«.  6' 

D'autre  pari  ta  formule  habituelle  de  la  flexion,  donl  il  a  été  question 
plus  haut, 

donne,  dans  le  cas  actuel, 

M  =  5  B.  a.  É» 


On  déduit  de  là 


M,  ^  8 
K<2 


vient  au  même  d'après  ce  qui  précède. 


à  près  de  1,3  fois  la  charge  de  rupture  R  déterminée  par  des  expériences 
directes  de  traclion  ou  de  compression,  sans  loutefois  atteindre  ce  chiffre. 
Or  l'expérience  prouve  quille  dépasse  parfois;  cela  tieni,  comme  l'a 
fait  si  justement  remarquer  de  Saint-Venant,  à  ce  que  les  courbes  «M 
et  aN  relatives  â  l'extension  et  à  la  compression  diffèrent  souvent  nola- 
blemenl  l'une  de  l'autre.  Dans  le  cas  de  la  fonte  de  fer  par  exemple,  qui 
résiste  beaucoup  mieux  au  second  genre  d'efforts  qu'au  premier,  les 
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courbes  en  question  peuvent  affecter  une  forme  telle  que  ceUe  de  la 
figure  187;  la  ligne  des  fibres  neutres  ou  invariables  «p  ne  passe  plus 
alors  par  le  milieu  de  la  hauteur  mn,  mais  en  un  point  a  tel  qu'on  ait. 


en  écrivant  que  les  forces  intérieures  projetées  sur  k^  donnent  une 
somme  nulle  ou  sensiblement  nulle  (§  43  et  44), 


/*(,.  d<u  4- /*(',.(;«=  0 


((',  étant  considéré  comme  négatif),  ou  bien,  si  l'épaisseur  a  est  con- 
stante, 


ou  bien  encore 


1. /"(,.  de-'s-  a.   Ct\.  d*=:a 


■ire  A  =  aire  A' 


A  mesure  que  la  fatigue  de  la  pièce  augmente,  la  fibre  neutre 
s'éloigne  donc  de  celle  qui  est  en  danger  de  se  rompre;  il  résulte  de  là 
un  accroissement  notable  des  bras  de  levier  e,  et  par  suite,  dumoment 
fléchissant  M,  auquel  le  corps  peut  résister  sans  se  briser  dans  le  point 
le  plus  exposé.  Des  faits  analogues  ont  étéconstatésàdiverses  reprises 
sur  des  barreaux  de  fer  et  d'acier  ;  il  a  été  trouvé  par  exemple,  sur  un 
échantillon  à  section  carrée  de  ce  dernier  métal,  des  variationsde  longueur 
de  30  7,  dans  la  partie  la  plus  étendue  mM  etdel7,57,  seulement  dans 
l'autre  nN,  ce  qui  place  le  point  a  — 


■■  30-M7,&  ~  100 


=  -ïïïÂ-  de  la  hauteur  ; 
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dans  un  autre  essai  les  chiffres  ci-dessus  ont  élé  de  39  et  26  y,,  ('). 
Celte  nouvelle  cause,  jointe  à  celle  que  nous  avons  signalée  tuuL  k 
l'heure,  influe  d'une  manière  sensible  sur  la  valeur  de  l'exinessioii 
empirique 


et  explique  pourquoi  R,  peut  dépasser,  dans  les  pièces  àsection  voclan- 

3 
gulaire,  le  maximum  ^-R  que  nous  avions  d'abord  été  conduit   â  lui 

assigner.  Des  essais  de  ce  genre  entrepris  sur  des  barres  d'afiiîr  ont 
donné  pour  le  rapport  -^  des  nombres  variant  de  1,02  à  1,80  et  même 
à  2,00  et  un  peu  au-delà,  ce  qui  concorda  assez  bien  avec  les  loiisitli-- 
rations  théoriques  qui  précédent  ('). 

Comme  M.  Considère  l'a  fait  remarquer  avec  beaucoup  de  laison, 
la  ductilité  de  l'acier  sur  lequel  on  opère  a  une  importance  cunsiLlé- 
rable  sur  le  phénomène  ;  grâce  à  cette  fa- 
culté d'un  grand  allongement  extrême,  les 
âbres  les  plus  étendues  m  peuvent  en  effet, 
sans  se  rompre,  continuer  à  s'étirer  pen- 
dant longtemps;  la  Ugne  «P  des  flbres  inva- 
riables s'éloigne  alors  de  plus  en  plus  du  ^'^-  '^ 
centre  sans  déterminer  cependant  la  dis- 
jonction de  la  matière,  et,  comme  nous  l'avons  vu  tout  à  l'heure,  le 
moment  fléchissant  M,  augmente  d'une  manière  sensible;  c'est  effec- 
tivement avec  des  aciers  extra-doux  qu'on  a  obtenu  pour  le   nipport 

-J  des  chifl'res  égaux  et  mêmes  supérieurs  à  2. 


§  136.  —Détermination  pratique  du  moment  nécessaire 
pour  produire  la  rupture  par  flexion. 


Le  calcul  du  moment  fléchissant  M,  nécessaire  pour  briser  une  pièce 
donnée,  ayant  une  section  de  forme  quelconque,  exigerait  la  connais- 

(1)  Veir  iBi  AnnaUt  det  Fonti  et  Chauttéet.  l"  Mmutre  1885,  p.  615  et  61&. 
(S)  Voir  letMémoint  de  ta  Société  det  Ingéaitan  CivUt,  uDie  1S79,  p.  Mi,  ci  \-!i  An- 
nain  du  Pont$  et  Chatutéei,  f  Mniwln  1885,  p.  610  et  630. 


/ 


J 
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sauce  C'i-aip;-!*'  .i^  ftjart"^-*  d">Io32«Dent  ei  de  «ompression  donl  nous 
avons  par>  aa  paragraf  ÎH'  prér^i-^:it  et  an  SQJet  desquelles  on  ne  sail 
en  sirn^ral  rien  tie  parfaiteaiesl  pr«^;  aaf^  est-U  ntîle  d'avoir  à  sa 
liispMîiL'.a  us  a-^ire  n. .  vea  p:tir  dtrtenniner  le  moment  en  question  ;  on 
peut  p.jur  c-^Ia  s*a;;-::yer  <ur  les  consMéra lions  soinmtes: 


B 


Soient  A  et  B  deux  p-.-iutK^  de  formet  iaiMabiet  et  de  mfme  matière, 
su{)pos«!fs  rendues  chacune  au  moment  où  la  rupture  va  se  produire 
aux  points  m  et  m'.  Traitons,  comme  tout  à  l'heure,  les  courtws  d'allon- 
gement et  de  compression  d.in?  lesquelles  les  charges  par  millimètre 
carré  «M,  «"M"  sont  éiidemment  égales  puisque  ce  soni  celles  qui,  de 
part  et  d'autre,  provoquent  la  séparation  des  molécules;  nous  avons 
alors,  en  appelant  y,  et  M,  les  deux  moments  fléchissants  de  rupture. 


D'autre  part  nous  avons  vu  f§  135)  que  les  sections  transversales  pri- 
mitivement planes  et  normales  ne  cessent  pas  de  l'être  sensiblement,  et 
par  conséquent  les  allongements  et  les  raccourcissemenls  peuvent  être 
eonsidérés  comme  proportionnels  à  leurs  distances  à  l'axe  neutre  i  et  «'; 
dans  ces  conditions,  il  est  clair  que  les  courbes  MxX,  JTx'V,  qui  ont  des 
ordonnées  extrêmes  égales  mM  ^=  m'U',  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre 
que  par  l>?s  proportions  des  abscisses  e,  de  sorte  que,  pour  les  points 

homologues  des  deux  sections  transversales,  on  a  t.  =  t,  ;  le  rapport  ^ 

est  donc  égal  à  celui  des  produits  a.e.de,  a'^^.de^  qui  sont  évidemment 


I 


enire  eux  comme  les  cubes  des  dimensions  homologues.  On  a  donc,  en 
appelant  y  le  rapport  do  similitude, 


De  là  découle  immédiatement  la  règle  suivante:  étant  donnée  une 
poutre  B  pour  laquelle  on  a  besoin  de  connaître  le  moment  flécliissant  M, 
capable  de  dêlenniner  la  rupture,  on  construira,  à  une  échelle  arbi- 

traire  -  »  un  modèle  de  la  pièfie  en  question  et  on  déterminera  expéri- 
mentalement son  moment  de  rupture  M,  en  le  plaçant  dans  les  mêmes 
conditions  que  la  poutre  B;  M,  étant  ainsi  connu,  on  en  déduira  immé- 
diatement M,  par  la  rolation 


M,: 


:M,. 


et  le  problême  proposé  sera  résolu  à  condition  qu'il  y  ail  réellement 
identité  de  matière  entre  le  petit  modèle  et  la  pièce  B. 


Fig.  190 

Comme  l'a  montré  de  Sainl-Venanl,  la  j>roposition  qui  |)rcVèdc  est 
susceptible  d'une  plus  grande  généralité  :  supposons  en  effet  que  les 
poutres  considérées  A  et  B  aient  des  sections  transversales  telles  qu'on 
puisse  passer  de  l'une  à  l'autre  en  amplifiant  ou  en  réduisant  dans  deux 
Ripports  différents  t  Rt  B  les  ordonnées  a  et  les  abscisses  b  perpendicu- 
laires à  la  ligne  des  fibres  invariables,  on  a  encore  (,  =^  (,  et  comme 


i 


:  §137 

on  en  conclut 


-800  — 


|=^»* 


Cette  formule  est  susceptible  de  nombreuses  applications  dans  la 
pratique;  elle  montre  par  exemple  que  la  rupture  de  deux  barres  à 
sections  rectangulaires  est  proportionnelle  à  leurs  largeurs  et  au  carré 
de  leurs  hauteurs.  La  même  i*elation  est  applicable  à  deux  ellipses  et  en 
général  à  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  se  transformer  Tune  dans 
l'autre  en  multipliant  les  abscisses  et  les  ordonnées  par  deux  coefficients 
numériques  quelconques. 


§  137.  —  Détermination  pratique  dn  moment  nécessaire 

pom*  produire  la  rupture  par  torsion. 

Lorsqu'une  tige  cylindrique  droite  à  base  circulaire  est  soumise  à  un 
couple  de  torsion,  ce  dernier  donne  lieu,  dans  chaque  section  transver- 
sale, à  des  glissements  nuls  au  centre  et  maximum  à  la  surface  {$  88)  ; 
par  suite  de  cette  répartition  inégale  des  efforts  élastiques  il  se  pro- 
duit, lorsque  la  limite  d'élasticité  est  dépassée  en  quelques  points,  des 
phénomènes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  signalés  pour  là  flexion 
(§  133)  :  les  molécules  de  la  région  centrale,  qui  n*ont  à  supporter 
qu'une  faible  charge,  forcent  celles  de  la  surface  à  retourner,  malgré 
elles,  vers  leurs  positions  premières.  On  doit  donc  constater,  comme  pré- 
cédemment, une  augmentation  plus  ou  moins  forte  dans  les  charges  par 


Fig.  \\i\ 

millimètre  carré  qui  correspondent  l'une  au  commencement  des  déforma- 
tions permanentes  appréciables,  l'autre  à  la  rupture  :  ces  prévisions  sont 
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confirmées  par  l'expérience.  Il  résulte  do  là  que  les  formules  que  nous 
iivons  obtenues  dans  l'étude  de  la  Iwsioii  en  supposant  que  l'élasticité 
n'est  altérée  en  aucun  point  ne  peuvent  servir  à  calculer  le  moment 
nécessaire  pour  produire  ce  genre  de  rupture. 

Pour  arriver  pratiquement  à  cette  détermination,  supposons  que  le 
cylindre  considéré  ABCD  soit  rendu  au  moment  où  la  rupture  va  com- 
mencer, de  telle  sorte  qu'à  la  surface  le  glissement  ail  la  valeur  maxi- 
mum r  à  partir  de  laquelle  se  produit  la  désorganisation  de  la  matière 
dont  le  corps  est  formé;  si  l'on  appelle  M'  le  moment  correspondant  et 
q  l'effort  de  cisaillement  par  millimètre  carré  qui  se  produit,  à  une 
distance  e  du  centre,  sur  un  petit  élément  dm,  on  a  évidemment 

M'=/'g.  dw.e 

Pour  un  autre  cylindre  de  diamètre  différent  et  de  même  matière,  qui 
se  trouve  arrivé,  comme  le  précodent,  à  l'instant  où  la  rupture  va  se 
produire,  on  a 


M-.=/,' 


En  nous  plaçant  dans  le  même  ordre  d'idées  que  pour  la  flexion 
{%  136),  on  est  amené  à  reconnaître  que,  en  raison  de  la  similitude  des 
deux  surfaces  considérées,  les  glissementa  se  réparlissenl  de  la  même 
manière  dans  leur  étendue  et,  comme  ils  sont  nuls  l'un  et  l'autre  au  centre 
ovec  la  même  valeur  à  la  surface,  on  admettra  facilement  qu'ils  sont  égaux 
dans  les  points  homologues  des  deux  sections.  En  d'autres  termes, 

dans  les  deux  expressions  ci-dessus,  on  a  g  =  q'  ;  le  rapport -rp  est 
donc  le  même  que  celui  des  expressions  da'.e'  et  d».c,  c'est-à-dire 
qu'en  appelant  d  el  d"  les  diamètres  des  deui  cylindres,  on  a 


Les  moments  de  rupture  sont  donc  proportionnels  aux  cubes  des 
diamètres";  on  déduit  immédiatement  de  là  le  moyen  d'obtenir  le 
moment  M',  après  avoir  préalablement  fait  une  expérience  de  rupture 
sur  un  cylindre  de  petit  diamètre  d  fait  avec  la  même  matière  que  le 

corps  considéré. 


_-  -T.-  L^."iu-u  BU  ir— — :if  -f  jf  ir.'X-iii  znt-^iit  qai  en  découle 
-  .  i,  -,  1..  ■■■~  Il  :i  -"Uiiînt^j  i  M-*  r-" _ii:.-v>  ±r.:;>  a  bases  cïrcu- 
^.. — .  IL...-  --.■■  —  »  u-t  ij:^i  ^—  ai.-i-jn»rai»r:.:  j^s^-latlf?*  dont  les 
- — :  :-.  -  ■:.--_  -^  .-l  i<..;.  Bfif— ^-i.  i:ifr  z-.rst^  ï"-^-"  -"îoe  :  les 
i.r-.ij~  -  i>.j-ni;i.ti&  a?  -:nii:i:iir.*  in.'ij=:«rti,:   ri*  j*  raf  ;:':rt  de  lenrs 
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CHAPITRE  IX 


SOLIDES  D'ÉGALE  RÉSISTANCE. 
SOLIDES  DE  CHARGE  UNIFORME. 


i 


SOLIDESB'ÉaAJLE  RÉSISTANCE 


i  m.  - 


solides 


dTéeale 


lu  curps  èlanl  s<jiiiiiL>  ii   i-r<  -e*  *>    i-t  ;— ît"..  :..  4-?  f  L.;r»r><;  n.  'i*' 
tT'-vii.'Q  ou  (Je  lursk-a.  i;-.'j>*-  a^-i-s  a:  :  rS  a  csl-— -r  La  «•î..ir_v  H-i»'  l* 
ri:  ne  la  plus  fati^^ut-e  dai*>  cL:»  :u*e-  s*--*..  ::  lrii.^'»rr<tle:  il  y  a  t^\;.leai- 
i.i^iil  iiitérvl,  au  pfiiit  de  Mie  «itf  la  l^^.-êreîrr  et  r-^ir  su::e  «k-  lVi'..i.i.îii:e. 
a  f.iire  en  S4jrle  que,  dans  k->  'i:vers*->  >^:îi,ns.  celle  rLanre  maximinu 
K  aUeiVne  au  même  moiuenl  la  plus  trrïin  ie  \aleur  p^'-i^^il^le  rum|K'ilil»lt* 
'Oec  la  sécurilê  de  la  construcUon.  ôuaii-J  celle  cundili«»n  e>l  n-m^lk», 
«Il  dil  que  le  solide  est  d'égale  résistance. 
Les  solides  dégale  résistance  sont 

ri\riïitageux  non    seulement  au  poinl 

•it'  \ue  de  la  légèreté  et   de  l'écono- 

ni:«\  mais  aussi  sous  le  rapport  de  la 

ivs:>laiice  aux  actions  dynamiques: 

prerions  par  exemple  une  poutre  de 

^ertion  constante,  encaslr€»e  enAB  et 

<i>umise  à  son  ex I rémité  à  une  force 

fjMmiaie  P  ;  diminuons   ses  sections 

trdij.Nversales  depuis  AB  jusqu'en  CD,  de  telle  sorte  que  la  valeur  de  H  dé- 
duite de  réquationiî=P-/.  j  soit  égale,  sur  toute  la  longueur  de  la  pièce,  à 

la  charge  de  sécurité  admise  en  pratique;  nous  aurons  alors,  un  solide» 
d't^'Tjle  résialance  capable  de  supporter  le  même  poids  P  que  précéd^-m- 
rufi']/,  mais  prenant  évidemment  une  flèche  plus  grande  que  le  corj,^ 
mmliîei  suiicepiible  par  conséquent  d'absorber,  en  se  déformant,  uufr 

fr'e  rive  ou  un  travail  plus  grands.   En  d'aulre^^  lenii»><.  dan^»  l^  ^^. 

conNderé   la  poutre  d'é-ale  résistance,  tout  en  élar.l  plu>  U"j.^t^  q-.. 

hnlre  lui  est   équivalente  au  point  de   vue  de>  efforU  st^t-^piet  c. 

to,  mais  résiste  mieux  queUe  aux  actiora  dyr^m.,u.,y.r^.  ^;..^ 


Fig.  192 


quVii  l'r-'ji-:'.'*.  *'. 

une  i*:è>v  is-  '.-.-r-, 

tufiil   u:i  svj'.r:;. 

Nous  aUi.':!*  a:^ 


.  -1  *;>  :--'  -_!  _  :_*  :'::a  cjrps  (sans  que  sa 
1  :  .*v,  »  •  --..-;  ^- —  .  1  r>jju''>ti  augmente  malà 
.r  •^r.  ^  •--  -  -i-  i-i:„'^ue  bien  comment  il 
•Z--T  ^i  ■-.'-  1  .LL^  -  :,striji"lit.»ii  e»  essayant  de 
>^v?^  :.'.-■;.-  î-  :-f  TraJlè    *  13'.  nous  en  avons 

.-  fr.-  ..;:/.  -:-  r.:-r:ii:l  Je  lises  entaillées  AB 
_;-.  1  ;T-^  -f  r.i  i-r  ira-.-îi'.-n.  et.  sans  avoir  be- 
r  :;-^  I  -  .--^r.-:.:  >ur  •¥  sujet,  nous  pouvons 
■.r  .».-_-^r-.T...L  :■*  c.xi-asi^ns  au  delà  de  ce 
~>.-_rr  j-  -_•  >•-::•  r*.rr  a%ec  sécurité  les  efforts 
..  L-^  Il  r\>.?--i:. -e  -iynaaiiiïue.  Faire  lourd  ne 
-■  :-->  -:.  -T-*v  i^  Sfurité:  ce  qui  importe,  c'est 

r.'.  ..-.rz  lt->  i;vfrs<?s  pariies  de  la  construction 
>?:„>~4ur  s"î;:l:i-^e  -iaiUeurs  non  seulement  a 
-:.-  >;  a  re:.s-^2^>  de  iL'Utes  celles  qui  consli- 

i:.t  .  -.u  i>.  r  '.r*  formes  qu'il  convient  de  donner  à 


f  139.  —  SoUdes  d'ésmle  résistance  à  la  traction. 


t*  Ca4  où  OH  iké-j!i-je  te  poids  de  la  l.j*.  —  Si  la  tige  soumise  à  un  ef- 
fort de  tniotiuii  a  u!i  p-ji-ls  asseï  fai!  >  i».>ur  qu'il  ne  soil  pas  nécessaire 
d'en  tenir  CouqUe.  il  suffit  évidemment  de  lui 
di'uner  une  se-'lk-n  constante  pour  qu'elle  soil 
Constituée  en  s-.'li--ie  d'égale  résistance.  On  remar- 
quera d'ailleurs  que.  dans  ce  cas,  chaque  section 
transversale  su|i[>orle  non  seidement  la  même 
l'Iiniye  maximum,  mais  encore  la  même  charge 
en  tous  ses  points. 

f  Cas  où  on  tieni  compte  du  poids  de  la  tige. 
—  Loi-squ'il  s'agit  d'une  tige  verticale  de  grande 
longueur  (tige  de  pompe  ou  câble  d'un  puits  de 
Fig.  IM  mine  par  exemple),  il  est  nécessaire  de  tenir 

compte  de  son  poids.  Soit  .VBCD  le  soUde  d'égale 
résislum.'  de  densité  S  dont  nous  voulons  trouver  la  forme  dans  ces 
i-tiinliliuiis;  appelons  S  la  surface  d'une  section  transversale  quelconque 
m  H  et  II  ta  charge  par  millimètre  carré  que  noua  voulons  lui  faire  porter. 
On  a 
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R,  S  =  P  +  f'8.  i.dx 

ce  qui  donne  endifférentiant,  U  étant  constaiil  par  hypothèse  pour  i 
les  sections, 


et  par  suite,  en  désij^ant  par  K  une  constante, 


e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  c'est-à-dire  3,718. 
Poura:  =  o  on  doit  avoir  R.S  =  T,  et  par  conséquent 


d'où  pour  équation  définitive  donnant  la  forme  cher- 
chée 


Dans  la  pratique,  au  lieu  d'adopter  le  contour 
résultant  de  cette  relation,  on  prend  une  série  de 
tiges  dont  la  section,  constante  pour  chacune  d'elles, 
va  en  augmentant  de  l'une  à  l'autre  et  se  calcule  de 
proche  en  proche  avec  la  plus  grande  facihlé  :  ap- 
I>elons  en  effet  *,  s',  s",:...  les  sections  successives, 
l,  r,  r\ les  longueurs  correspondantes  ;  on  a 

R.*  =  T  4-«^5 
R.,'  =  T  +  «./.3  +  d'.r.  3* 


mm^ 


—  J^  — 


i—         - 


jL   — 


*-**. 


ru«  ..:':«•  r;i  î^-^m*^.-^..   Ik  ^t^-ijt-r  *-•: 


■îîii**!i:  IL  #  -i  -  -. 


1!,.    - 


1 


■-ÎT-» 


^- 


« 


r— .♦.c.v^  ^  "1  *  "LT-*^  '•^•■-  c  -.  i-.<-LL  T.  I'^i-5  ie  ras  con- 
••^..•*  r.  Vj:.  -  11—»^  .c  ^  sî_*.  2  f?T*-i_r-  ie  S'.»rie  que 
f  r-*;  -»  -^.•'..-r  !:-.l'-i  r^  ti \^^^  >  :li>  :  îl  est  d-^nc  clair 
q.  .1  :  .:-'*:  r^if.r"*r  m*  •'r  "-r  rvv:  r.  Le  calcul  de 
.  >.  -:.'T;--r:.*^\'  L  :-  -*r-  .1  .n  ri  I  r.L  •->:.:  de  lui  donner  est 
a*v;^  ''.:i.:^^..r:  e:  ■r:i.i'-I:  a  ■??  pvs^ial  que,  pour  un 
r'/T'^^i  p>lr».  la  s-rrL:-c  ?  ~v^  «:ipp-.*sêe  seni]:»îable  à  celle 
d<r*  eitr^nJ:^,  dcll  a^-lr  des  «rTr.ens:  :  as  linéaires  dou- 
blas er*^>':ri:  dar^s  ia  prat:-^e  on  se  l:«ome  en  général  à 
le*  au^rîn*r:*ter  dans  un  rappc-rlToisin  de  celui  de  1  à  1,5. 


{  141 .  —  Solides  d*éga]e  résistance  â  la  flexion. 


I,  PUifte  enca$trée  à  une  extrémité  et  chargée  à  Fautre  d'un  poids  P, 

Soit  ÂBD  une  poutre  d'égale  résistance 
encastrée  en  Afi  et  portant  à  son  autre 
extrémité  un  poids  P;  pour  une  section 
transversale  quelconque  tu  n  on  a,  en 
adoptant  nos  notations  habituelles, 


V- w 


I^IK.  IU7 


R.  I 


=  Rx 
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§  141 


La  pièce  sera  d'égale  résistance  si  R  est  constant,  c'est-à-dire  si  Ton  a^ 
en  désignant  par  K  une  quantité  constante, 


V 


relation  qui  peut  être  satisfaite  d'une  infinité  de  manières .  Supposons 
par  exemple  que  les  sections  transversales  soient  des  rectangles  et 
appelons  a  et  6  les  deux  côtés  de  celui  qui  constitue  la  section  mn\  nous 
avons  alors 


3 .  a.  fe*  =  K,  â? 
6 


équation  qui  peut,  elle-même,  donner  lieu  à  une  foule  de  solutions. 

1*"  Imposons-nous  par  exemple  la  condition  que  la  largeur  a  soit  con- 
stante; nous  aurons 

6*  =  .a7=K  .« 

a 

Les  hauteurs  sont  les  ordonnées  d'une  parabole  ayant  pour  abscisses 
les  distances  à  l'extrémité  libre  D;  d'où  le  contour  ADB  de  la  figure  198. 


oj°"v  ^** 


'// 


1 


1 


on  V  le 


Proj"*''  h 


ng.  198 


Fig.  199 


On  le  remplace  quelquefois  par  Tun  de  ceux  qui  sont  représentés  par  la 
figure  199,  et  dans  lesquels  les  mêmes  hauteurs  6  sont  portées  au  des- 
sous ou  au  dessus  de  l'horizontale  AD.  Copime  l'a  fait  remarquer 
M.  Résal,  cette  manière  d'opérer  est  inexacte  au  point  de  vue  théorique 
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parce  que  les  diverses  sections  transversales  considérées  ne  sont  pas 
normales  à  la  fibre  moyenne  HD,  comme  le  suppose  la  théorie  ;  mais  il 
est  facile  de  comprendre  que  Terreur  ainsi  commise  a,  en  général,  peu 
d'importance  ;  on  peut  d'ailleurs  en  tenir  compte  en  appliquant  la  règle 
pratique  donnée  à  ce  sujet  par  M.  Léauté  (*). 

^  Si  Ton  suppose  que  ce  n'est  pas  la  largeur,  mais  la  hauteur  qui  est 
constante,  on  a 

a  =  -rp .  X  =:  K  .  X 

de  là  résulte  la  forme  qui  est  représentée  par  la  figure  200  et  dont  nous 
aurons  l'occasion  de  parler  à  propos  de  ressorts  de  flexion  (§  2H).  On 


TU 


Proj  '"  V  ^* 


J^„.^ 


tp 


P!\>r^"h'^ 


Fig.  2'  0 


rig.  v'\ 


remarquera  que,  dans  ce  cas,  la  flexion  a  lieu  suivant  un  arc  de  cercle 
puisque 

E  r      E.& 
3''  Lorsqu'on  se  donne  la  condition  ?  =.  constante  =  K\  Téquation  ci- 


dessus  devient 


?K'.  A*  ==K.  X 
b^  =  K".  X 

ce  qui  donne  les  deux  contours  paraboliques  de  la  figure  201 


(I)  Voir  les  Comptes-Rendus  deVAcadémie  des  Sciences,  deuxième  semestre  18S2,  p.  1219. 


^  311  ~ 


§141 


Fig.  20Î 


4**  Supposons  qu'au  lieu  d*un  rectangle  nous  ayons  pour  section  un 
cercle  ;  alors 

R.  -^  =  P.  a; 

équation  qui  donne  le  contour  parabolique 
de  la  figure  202. 

II.  Pièce  encastrée  à  une  extrémité  et  uniformément  chargée.  —  Nous 
avons,  dans  ce  cas,  en  appelant  p  le  poids  uniformément  reparti  par 
millimètre  courant 

R.  I      1       . 

V 

Cette  équation  peut  être  satisfaite  d'une  infinité  de  manières: 
i**  Si,  en  particulier,  la  section  est  rectan- 
gulaire, on  a 


2 a.  6*  =  K.  X* 
o 

de  sorte  que,  si  la  largeur  a  est  constante, 

D*où  le  profil  représenté  par  la  figure  203. 
2"  Si  la  hauteur  b  est  partout  la  même 

a  =K\  X* 


Voj  °"  V  ^' 


\h 


/A 


Proj*"h' 


(/ 


a 


Fig.  203 

K\  réquation  génô- 


d'où  une  forme  parabolique. 

3*  Si  on  s'impose  la  condition  ^  =  constante 
raie  devient 

o 
A»  =  K".  .r* 

4*»  Si  on  a  affaire  à  une  surface  de  révolution  au  lieu  d'un  rectangle 
alors 

^   rt.  rf»       1        , 


rf»  =  K.  X 
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■  :■?  il  ?i.f  •'î.  I  «c  '':i~  o?pe"'iant 

Mis.ji;^!''^  :c'>f  :z.-:— -în;  Sécbis- 

fi  ».  :  >f  a-T-TL-î  jtcr  I  ■*•  rt  Iran- 

>  !•  l:  lire»  i^^zerirv-^esi-aslrée, 

■>iz:  ■nr  if^i  aj;::^    |  Ti  et  T5i, 

z-Tr^-^i-r*:*   :^  j:r->?s  èludiées 

1  -^i—  •Tzii'^r  aTH  régies  qu^ 

r  .-^  iiïers-**  secti-Mis.  cal- 

:Lj.-.:uii:-âai  qui  se  produi- 

■::.:t  :~'r,sT^r4a>  c^; nsi'irrèe,  mais  une 

■l  <-^-7-^r.Ja:.f  5uK>aiile  dans  la  pratique 

»fi;r'i<:':r  K-  ci^^.M^m"::!  uriiToniiènienl  réparti  el  â  forcer 
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â  ce  dernier  parti  qu'un  s'arrête  quand  on  prend,  comme  on  le  faitassez 
souvent,  la  hauteur  des  parties  extrêmes  d'une  pièce  de  ce  genre  égale 
à  onriron  la  moitié  de  la  hauteur  maximum  et  môme  plus  forte  encore; 
d'autres  fois  on  se  borne  à  faire  marcher  légèrement  du  côté  de  l'extré- 
mité libre  le  contour  d'égale  résialance  de  façon  à  avoir  une  section 
suffisamment  grande  au  point  d'ap- 
plication de  la  force.  Notons  en  outre 
que  la  longueur  de  la  partie  AB  qui 
repose  sur  les  points  d'appui  doit 
être  assez  grande  pour  qu'il  n'y  ait 
ni  écrasement,  ni  même  déforraa- 


Fig.  vu 


lion  trop  prononcée  ;  on  la  fait  souvent  égale  à  la  plus  grande  hauteur  A. 
Pour  terminer  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que 
tes  contours  curvilignes  obtenus  précédemment  ne  sont  guère  admis- 
sibles que  pour  des  pièces  obtenues  par  voie  de  fusion;  pour  lesaulre.s 
il  est  nécessaire  d'adopter  des  formes  géométriques  plus  simples  telles 
que  troncs  de  cônes,  troncs  de  pyramides,  prismes  tronqués,  etc.,  dans 
lesquelles  les  sections  extrêmes  ont  une  aire  suffisante  pour  résister  à 
la  force  qui  tend  a  les  cisailler,  et,  pour  qu'on  ait  une  entière  sécurité, 
il  convient  qu'elles  soient  tout  entières  extérieures  aux  solides  d'égale 
résistance  dont  nous  avons  appris  à  déterminer  les  formes  géométriques 
exactes.  S'il  s'agit  enfin  de  poulres  en  bois,  on  se  gardera  bien,  sauf 
dans  des  circonstances  exceptionnelles,  de  leur  faire  subir  en  divers 
points  des  réductions  d'échantillons  qui  auraient  le  grand  inconvénient 
de  trancher  leur  fil,  sans  que  les  déchets  obtenus  soient  8U8ceplil)les 
d'èlre  employés  utilement. 


g  1 43.  —  Flèches  des  solides  d'égale  résistance  &  la  flexion. 

Si  nous  considérons  doux  solides  ayant  les  mêmes  dimensions  dans 
la  section  transversale  la  plus  fatiguée  et  dont  l'un  est  d'égale  résis- 
tance tandis  que  l'autre  n'a  pas  subi  de  réduction  d'échantillons,  il  est 
clair  que  le  premier,  sous  l'action  des  mêmes  forces  que  le  second, 
prend  une  flèche  plus  grande.  On  a  en  effet,  en  vertu  d'une  relation 
connue  (§  41), 

E.  I       „ 
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Or,  dans  la  poutre  d'égale  résistance,  I  a  une  valeur  plus  faible  que 
dans  l'autre  (sauf  pour  la  section  de  fatigue  maximum)  ;  p  est  donc  plus 
petit  pour  une  même  valeur  de  M  el  par  suite  la  flèche  est  plus  forte. 

La  détermination  de  la  flèche  dans  les  solides  d'égale  résistance  se 
fera  par  les  procédés  généraux  qui  ont  été  indiqués  au  paragraphe  58 
pour  les  poutres  droites  de  forme  quelconque.  Dans  quelques  cas  sim- 
ples on  peut  aussi  l'obtenir  algébriquement,  mais  il  est  nécessaire  que 
le  contour  de  la  pièce  soit  bien  celui  qui  est  donné  par  les  équations 

d'égale  résistance  à  la  flexion  et  n'ait  pas 
subi,  à  ses  extrémités  libres  par  exemple, 
l'augmentation  de  section  dont  nous  avons 
parlé  tout  à  l'heure  (§  142).  Comme  cas  très 
simple,  prenons  celui  de  la  poutre  droite  de 
largeur  constante  encastrée  à  une  extrémité 
et  supportant  à  l'autre  une  charge  nor- 
male P;  on  a  alors  pour  équation  de  la 
fibre  moyenne  déformée 
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Fig.  205  1^  «^ 

La  largeur  a  étant  supposée  constante,  la  hauteur  h  est  assujettie  à 
la  relation  (§  141) 

V 


R.  -a.  è'zziP.  a- 

0 


&•  = 


6  P.  a? 


L'équation  de  la  fibre  défonnée  est  donc 

12       \^,  a)        dx* 

ce  qui  donne  en  intégrant  el  en  remarquant  que,  pour  a?  =  L,  on  a 

-^  =  0  ei  y  s^  0 

dx  ^  

E.y  =  4Rv/f^(|v^-v/L.a:+|\^î7) 


h.  ^ 


r 


Pour  avoir  1«  flêclie  /,  nous  n'avons  plus  qu'à  faire  x^o  dans  la  reialion 
ci-dessus;  on  a  donc 


SE'  V      * 


Si  la  poutre,  au  lieu  d'être  d'égale  résistance,  avait  partout  la  nn'i 
section  qu'à  l'encastrement,  la  flèche  aurait  pour  valeur  (§  73) 


,.       P.  L- 

'^  -  S  E.  I 

= 

P.L- 

3E.ia. 

è» 

ou 

bien,  en  vertu  de  la 

relation  b 

= 

HV.X 

,.       2  11 
'=.SE 

s/ 

R.  o.  L" 
6P 

el 

par  conséquent 

La  flèche  du  solide  d'égale  résistance  est  double  de  celle  qu'acquici 
la  poutre  de  section  constante. 

Les  autres  cas  se  traiteraient  d'une  manière  analogue,  seulement  l'ii: 
tégration  serait  en  général  beaucoup  plus  compliquée.  Avec  une  poulr 
posée  sur  deux  appuis  et  uniformément  chargée,  on  trouve,  en  parlin 
lier,  pour  Le  solide  d'égale  résistance  auquel  on  donne  une  largeur  cm 
stanle 

/■=  environ  |y. 


^  144.  —  Solides  d'égale  résistance  &  la  torsion. 


Si  la  pièce  est  sollicitée  par  un  couple  unique  situé  à  l'une  du  si 
extrémités,  la  forme  d'égale  résistance  est  évidemment  celle  d'un  (> 
lindre  droit  à  base  circulaire.  Dans  le  cas  de  couples  multiples,  le  ili; 
mètre  d  d'une  section  transversale  sur  laquelle  agit  un  couple  M'  t-^ 
donné  par  la  relation  suivante  (§  91)  dans  laquelle  R'"  représenU'  I 
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charge  constante  de  glissement  par  millimètre  carré  qu'on  adopte  pour 
les  fibres  qui  fatiguent  le  plus 


R*"«   J  --.|£» 


relation  qui  donne  -7  et  par  suite  le  diamètre  de  la  section   transver- 
sale considérée. 


v:»'- 


SOLIDES 
DE  CHARGE  UNIFORME 


§  145.  —  Définition  des  solides  de  charge  uniforme. 


Nous  venons  d*étudier  la  forme  qu'il  convient  de  donner  aux  solides 
pour  que,  dans  toutes  les  sections  transversales,  la  fatigue  des  fibres 
les  plus  chargées  soit  la  même  ;  il  y  a  évidemment  mieux  à  faire  au 
point  de  vue  de  l'économie  de  matière  et  nous  allons  voir  maintenant 
comment,  tout  en  satisfaisant  à  la  condition  précédente,  on  peut  en 
outre  faire  en  sorte  que  tous  les  points  de  chaque  section  transversale 
supportent  précisément  cette  même  charge  maximum.  Nous  donnerons 
le  nom  de  solides  de  charge  uniforme  à  ceux  dans  lesquels  ce  desidera- 
tum se  trouve  réalisé. 


§  146.  *-  Solides  de  charge  uniforme  &  la  traction. 

Nous  avons  toujours  admis  qu'une  force  de  traction,  appliquée  à  la. 
fibre  moyenne  d'une  tige  droite,  se  répartit  d'une  manière  uniforme 
dans  toutes  les  sections  transversales  ;  les  solides  d^égale  résistance  à  la 
traction  sont  donc  en  même  temps  des  solides  de  charge  uniforme  et 
par  suite  nous  n'avons  rien  de  nouveau  à  dire  à  leur  sujet. 


§  147.  —  Solides  de  charge  uniforme  &  la  compression. 

Quand  le  solide  soumis  à  une  force  de  compression  est  très  court,  il 
satisfera  à  la  condition  de  charge  uniforme  s'il  a  une  section  constante. 
Lorsque  au  contraire  la  longueur  est  assez  grande  pour  qu'il  y  ait  lieu 
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de  prendre  en  considération  les  phénomènes  de  flexion,  il  est  clair  qu'on 
devra  donner  au  corps  une  section  qui  soit  celle  d'un  anneau  cylin- 
drique de  faible  épaisseur;  le  diamètre  de  ce  dernier  devra  d'ailleurs 
aller  en  augmentant  depuis  les  extrémités  jusqu'au  milieu.  Dans  la  pra- 
tique, on  pourra  adopter  un  renflement  analogue  à  celui  que  nous  avons 
admis  pour  les  supports  pleins  (§  140). 


§  148.  ^'  Solides  de  cbarge  uniforme  &  la  flexion. 

Dans  toute  section  transversale  soumise  à  un  effort  de  flexion,  la  fa- 
tigue augmente  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  la  fibre  neutre  ;  étant  don- 
née la  hauteur  maximum  H  considérée  comme  admissible,  il  conviendra 
donc  de  séparer  la  matière  qu'on  doit  employer,  en  deux  parties  qu'on 


^  ■-¥'"       ■'/■VA 


H 


v//^/'.fri 


Fig.  206 

éloignera  l'une  de  l'autre  à  la  distance  H.  On  peut  d'ailleurs  varier  de 
beaucoup  de  manières  le  système  auquel  on  aura  recours  et  faire  usage 
par  exemple  de  deux  rectangles  AB,  CD,  de  cornières,  de  fers  à  T,  de 
tôles  armaturées  de  diverses  manières,  etc  ;  il  s'agira  ensuite  de  réunir 
ces  deux  parties  l'une  avec  l'autre  de  façon  à  en  faire  un  tout  solidaire 
et  à  les  faire  travailler  simultanément  comme  on  le  suppose  dans  la 
théorie  de  la  flexion.  De  nombreux  dispositifs  ont  été  imaginés  dans  ce 
but  ;  l'un  des  plus  simples  consiste  à  faire  usage  de  tôles  pleines  verti- 
cales qu'on  relie  par  des  cornières  ou  par  tout  autre  moyen  aux  deux 
semelles  supposées  horizontales.  Ces  dernières  se  calculeront  de  façon  à 
faire  équilibre,  par  leur  allongement  et  leur  compression,  au  moment 
fléchissant;  en  appelant  û  leur  section  totale  et  H  la  distance  de  leurs 
centres  de  gravité,  on  a  sensiblement,  en  les  supposant  égales  (§  65), 

H* 
Moment  d'inertie  I  =  û .  -r- 

et  par  suite 

R .  -^: —  =  Moment  fléchissant  M 
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Si  on  veut  opérer  d'une  manière  plus  rigoureuse,  on  peut,  au  lieu  de 

H' 

Û.  "  ,  prendre  le  moment  d'inertie  exact  ;  on  n'y  fera  figurer  que  la  ma- 


tière contenue  dans  les  semelles.  Quant  à  l'àme,  on  la  calculera  comme 
résistant  seule  à  l'effort  tranchant  parce  que  ce  dernier,  par  suite  de  sa 
répartition  inégale  dans  chaque  section  transversale,  est  nul  à  la  fibre 
supérieure  et  à  la  fibre  inférieure  ;  nous  nous  sommes  étendu  avec  dé- 
tails sur  ce  sujet  aux  paragraphes  50  et  81,  et  il  est  inutile  par  consé- 
quent d'y  revenir. 

L'épaisseur  à  laquelle  le  calcul  conduit  ainsi  pour  l'àme  est  générale- 
ment très  faible,  de  sorte  qu'on  est  souvent  obligé  de  l'augmenter  pour 
ne  pas  avoir  des  tôles  trop  minces  que  le  moindre  choc  percerait  ou  que 
l'oxydation  rongerait  de  suite.  Malgré  cet  accroissement  d'échantillons, 
l'àme  serait  parfois  sujette  à  se  voiler  rien  que  par  le  poids  de  la  se- 
melle supérieure  ;  les  forces  de  flexion  pourraient  également  produire 
cet  effet  dans  la  partie  comprimée  ;  c'est  pourquoi  on  a  soin  de  mettre 
rame  double,  comme  cela  se  fait  pour  les  ponts  métalliques  et  d'autres 
constructions  du  même  genre.  Cette  précaution  n'est  pas  d'ailleurs  tou- 
jours suffisante  et,  pour  éviter  le  gauchissement  dont  nous  avons  déjà 
parlé  (§  69),  on  fait  un  fréquent  usage  de  cornières  verticales  légères 
rivées  sur  chaque  âme  et  allant  d'une  semelle  à  l'autre. 

Les  poutres  à  âmes  pleines  constituées  comme  nous  venons  de  le 
dire  sont  dans  d'excellentes  conditions  au  point  de  vue  de  la  résistance; 
leur  construction  est  facile  ainsi  que  leur  entretien  ;  on  doit  seulement 
avoir  soin,  pour  rendre  le  rivetage  possible,  de  pratiquer  des  évidements 
dans  les  âmes  quand  cette  opération  ne  peut  se  faire  par  l'extérieur  ou 
que  les  poutres  n'ont  pas  des  dimensions  assez  grandes  pour  permettre 
d'avoir  accès  dans  leur  intérieur.  Nous  verrons  plus  tard  (§  176)  que  ce 
système  de  poutres  à  âmes  pleines  n'est  inférieur  à  aucun  autre  au 
poiBt  de  vue  de  la  légèreté  ;  il  y  aurait  donc  lieu  de  l'employer  d'une 
manière  courante  si  son  aspect  massif  ne  le  faisait  rejeter  de  la  plupart 
des  grandes  constructions  et  s'il  n'avait  en  outre  l'inconvénient  de  don- 
ner trop  de  prise  au  vent.  On  conçoit  cependant  que,  dans  certains  cas 
où  la  nécessité  de  la  légèreté  domine  avant  tout,  il  puisse  constituer 
une  excellente  solution  du  problème  des  poutres  soumises  à  de  grands 
efforts  de  flexion. 

Il  peut  sembler  avantageux,  au  premier  abord,  pour  réaliser  des  éco- 
nomies de  poids,  d'accroître  indéfiniment  la  hauteur  II  puisque,  pour 
un  même  moment  d'inertie  I,  la  section  Q  des  semelles  est  inversement 
proportionnelle  à  H*  en  vertu  de  la  relation 


mais  il  est  à  remarquer  qu'en  augmenlani  H  on  fail  varier  dans  le  même 
sens  la  hauteur  de  l'àme  dont  l'épaisseur  ne  peut,  pour  les  raisons  que 
nous  venons  de  donner,  être  réduite  indéfiniment.  On  comprend  donc 
qu'à  partir  d'un  certain  point  on  perde  plus  qu'on  ne  gagne,  et  c'est 
effectivement  ce  que  confirme  la  pratique.  D'après  un  usage  générale- 
ment suivi,  la  hauteur  en  question  varie  entre  le  ^el  le  73 de  la  por- 
tée et  elle  s'abaisse  parfois  jusqu'au  ^  ;  quant  à  la  largeur,  elle  ne  doit 

pas  être  inférieure  aux  0,65  environ  de  la  dimension  précédente  afin 
que  la  poutre  ait  une  assiette  suffisante  sur  ses  supports. 

Si  le  moment  flécliissant  n'est  pas  constant  sur  toute  la  longueur  de 
la  pièce,  il  est  nécessaire,  pour  la  rendre  aussi  légère  que  possible,  de 

faire  en  sorte  que  l'expression  R.  -  aille  en  diminuant  à  partir  de  l'en- 
droit le  plus  chargé  de  façon  à  être  juste  égale,  en  chaque  point,  au 
moment  fléchissant  qui  sollicite  la  section  considérée.  Celte  diminution 
peut  être  faite  de  diverses  manières,  soit  en  diminuant  Q  et  en  gar- 
dant H  constant,  soit  en  faisant  l'opération  inverse,  soit  enfin  en  combi- 
nant entre  elles  ces  deux  solutions.  La  première  donne  évidemment  des 
semelles  plus  légèi-es  que  la  seconde,  mais  elle  peut  conduire  à  des 
âmes  plus  lourdes  si  l'épaisseur  de  ces  dernières  ne  peut  être  prati- 
quement aussi  petite  que  l'indique  le  calcul  des  efforts  tranchants; 
malgré  cela  la  poutre  à  hauteur  constante  est  généralement  plus  légère 
que  celle  à  âme  courbe  ayant  même  hauteur  maximum  ;  elle  est  en 
outre  plus  raide,  c'est-à-dire  que,  sous  l'action  des  mêmes  forces,  elle 
prend  moins  de  flèche.  On  a  en  effet  pour  une  section  transversale 
quelconque  (§  44) 


Pour  une  iiièine  valeur  de  II,  p  varie  donc  comme  v,  c'est-à-dire  comme 

la  hauteur  de  la  poutre  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  et  par  suite,  toutes 

L  choses  égales  d'ailleurs,  la  plus  haute  est  celle  qui  se  courbe  le  moins. 


tlâS 


:  149.  —  Solides  de  charge  uniforme  â,  la  torsion. 


Pour  avoir  un  solide  de  ciiarge  uniforme  soumis  à  un  ofEorL  de  lor- 
sion,  il  faul  évidemment  faire  usage  d'arbi'os  creux  minces.  Si  l'on  n'a 
qu'un  monienl  unique  de  torsion,  la  forme  cherchée  esl  celle  d'un 
cylindre;  dans  le  cas  contraire,  il  y  a  lieu  de  faire  varier  le  diamètre 
de  telle  sorlc  que  la  charge  par  millimètre  carré  soil  conslanle  d'une 
section  â  l'autre  {§  91). 
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CHAPITRE    X 


SYSTEMES     ARTICULÉS 


r 


SYSTÈMES     ARTICULES 


;  loO.  —  Dëflnltlon  des  systèmes  articulés. 


Considérons  un  réseau  de  liges  ou  de  barres  élastiques  rectilignes, 
situées  toutes  dans  le  même  plan  et  réunies  les  unes  aux  autres  au 
moyen  d'articulations  sans  frottement,  et  supposons  que  ce  système 
soit  soumis  à  des  forces  en  nombre  quelconque  qui,  en  y  comprenant 
les  rOaclions  des  poinis  d';ippui  ('),  soient  contenues  dans  le  plan 
en  question,  aient  leurs  points  d'application  titués  sur  les  diverses 
articulations  et  se  fassent  équilibre;  nous  admettons  enfin  que  le  poids 
de  chaque  tige  est  assez  faible  pour  ne  produire  sur  celle-ci  ni  flècbe 
sensible,  ni  fatigue  dont  il  suit  utile  de  tenir  compte.  Dans  ces  condi- 
tions une  barre  telle  que  GS  (Fig.  207),  étant  considérée  à  part,  n'est 
soumise  de  G  en  S  a  aucune  force  extérieure  et  par  suite  à  aucun 
moment  fléchissant;  la  résultante  R  des  efforts  qui  s'exercent  à  la  char- 
nière G  est  donc  forcément  dirigée  suivant  GS  (*}.  En  d'autres  termes 
jps  diverses  barres  de  l'ensemble  considéré  sont  uniquement  soumises 
à  des  forces  de  traction  ou  de  compression  dirigées  suivant  leur  lon- 
gueur; nous  admettrons  d'ailleurs  que  la  charge  des  pièces  comprimées 
a  une  valeur  inférieure  à  celle  qui  doit  être  considérée  comme  dange- 
reuse en  les  exposant  à  fléchir  et  que  nous  avons  calculée  précédem- 
ment (5  112). 

Le  système  dont  nous  nous  occupons  étant  ainsi  complètement  défini, 
nous  allons  chercher  quelles  dimensions  il  convient  d'adopter  pour 


(1)  non*  snppoaona  en  outre  que  les  poinis  d'ippai,  articalét  od  «n  forma  decauteanx,  sont  «a 
ismbre  de  dooi  >Bulanieat  et  que,  qutail  li  iji^Ume  Tient  à  *e  diliter  ou  ï  h  déFormer,  ilt  peuvoal, 
iH  bcsoJD,  s'éloigDei'  ou  sa  rapprocher  légèrement  l'un  de  l'autre;  dioi  cet  coud itiena,  le*  réaclioni 
da  c«9  pointa  d'appui  se  déterminent,  comme  précédemment,  par  la  Statique  seule  et  doivent  par 
conséqaeot  étn  considénïes  comme  connues  ausi  bien  que  les  forces  eitdrieares  dountes. 

(I)  Nous  verrons  plus  loin  (§  157)  comment  les  cbosas  se  passent  quand  Jlfanne  on  ptatieare 
farces  extérieures  appliquées  en  divers  points  des  barres  autre»  qiu  let  arlUulation*. 


sont  appliquéi'S  à  la  poutre  (g  170),  sans  oublier. 

n.p.  L  réellement  exercùcs  par  les  deux  points 

^larguer    qu'avec  le  dispositif  Bolimann  cliaque  système 

',  '"^yaille     iJi(iêpeii(lamment  des  autres  et  n'a  aucun  effort  à 

'  ®3  contretiche  n'aboutit  pas  â  l'un  des  points  d'application 

,   ^'"^aJablGJt^^"^   concentrées  aux  points  de  subdivision.  En 

•^«ns  Je  cati   ci 'une  charjfe  roulante  les  diverses  armatures 

_     ^^slveznent   en  travail  les  unes  à  la  suite  des  autres,  chacune 

V.,^''^i}t  à   «n     Jitomcnl  donné  toute  la  charge,  puis  revenant 

v/rfe»-rï"'Gnt  un  inconvénient  du  dispositif  que  nous 


î  des    arma  ^  sjr-cs  est  représentée  par  la  figure  237  :  on 
*Afi  en  d&u-^    j:p,artieii  égales  au  point  C  et  on  lui  applique 
5ja  con  t*~^^^^^*^  ce  et  des  tirants  AC',BC'.  Chacune 
■•-ménje-  ,is-t«,£^«^^*'^"'^êeen  deux  autres  sur  lesquelles  oi 
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cet  ailongciiieiil  virtuoi  (positif  ou  ntîgalif)  de  /,  on  voit  cpie, 
changement  de  forme,  les  forces  extéi-ieures  sont  les  seules  qui 
nenl  lieu  à  un  travail  et  ce  dernier  peut  facilement  s'évaluer  en 
slt-itiaiinl  grapliiquement  ta  nouvelle  figure  qu'affecte  le  sysi 
lorsque  le  cûlé  E!l  a  pour  longueur  l+dl,  de  sorte  qu'on  a 

F  X  '''  =  Travail  des  forces  extériourcs 


équation  qui  permet  do  calculer  F  indépendamment  des  leetioi 
diverses  barres  ;  eu  d'autres  termes,  la  valeur  de  K  ne  dépend  q 
la  constitution  géométrique  du  système.  Il  est  en  outre  aisé  ** 
que,  si  dl  et  le  travail  des  forces  extérieures  ae  trouvent  a^ 
même  signe.  F  correspond  à  une  traction  ;  dans  le  cas  coDlrair' 
par  compression  que  travaille  la  tige  consiiléroe, 

En  opérant  ainsi  successivement  pour  toutes  tes  barres  du  «■ 
articulé,  on  arrivera  à  connaître  quel  est  l'effort  de  traction  ou  i 
pression  auquel  chacune  d'elles  est  soumise  et   par  suite  on 
calculer  la  section  qu'il  faut  lui  donner  pour  se  trouver  dans  de 
conditions  de  sécurité.  Kien  ne  sera  plus  facile,  en  particulier,    ^ 
consliluer  tout  l'ensemble  en  hoMAcAq  charge  uniforme,  puisque    -^ 
équation  ne  contient  que  la  section  de  la  barre  à  laquelle  elle  ' 
porte.  On  voit   en  outre  que,  le  système  une  fois  construit  o' 
place,  on  peut  augmeider  ou  diminuer  à    volonté  la  grosse' 
nature  de  la  matière  de  l'une  quelconque  de   ses  tiges  sofu 
résulte  aucune  modification  dans  les  tensions  des  autres;  c'est  Iri 
ment  une  propriété  précieuse  qui  donne  toute  sécurité  pour  ^ 
gements,  les  réparations  ou  les  consolidations  qu'on  peut  avi 
subir  à  un  système  articulé  ne  contenant  pas  de  lignes  surafn 
Il  faut  cependant  avoir  soin  de  remarquer  que,   bien  que  1» 
tion  de  quelques-unes  des  tiges  ne  change  pas  la   valeur  " 
exercés,  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  allongements  ou  }•■ 
ciwsements  produits,  de  sorte   que  la  résistance  aux  effeU  d; 
n'est  point  la  même  d'un   cas  ii  l'autre  quoiqu'il  y  ait  toujou 
lence  au  point  de  vue   des    efforts  statiques  :  c'est  avec  le 
charge  uniforme  que   les  variations  de  longueur  et  par  bij 
vaux  élémentaires  Fx.dt  sont  maximum;  c'est  donc  ce  der 
égalité   de  résistance    aux   efforl.s  en    question,  est  le  pi 
d'éteindre  uno  force  vive  donnée;  c'est  là  un  phénomène 
ordre  que  celui  que  nous  avons  mentionné  ($  13)  à  propos  U 
section  variable  soumises  à  des  forces  de  traction. 
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ne  peut  plus  alors  être  écrite;  la  Staiique  est  impuissante  à  détermi- 
ner P.  Nous  nous  hâterons  d'ajouter  que  ces  cas  tout  à  fait  anonuaux 
nese  rencontrenLguère  que  quand  on  s'efforce  artificielleinenl  de  les 
réaliser;  on  peut  d'ailleurs  toujours  reconnaître  leur  existence  et.  dans 
l'élude  qui  nous  occupe,  nous  les  laisserons  absolument  de  cûlù  {'). 


i 


%  1S3.  —  Calcul  des  dimensions  des  barres  composant 

les  systèmes  articulés  sans  lignes  surabondantes. 


Nous  venons  de  voir  comment,  en  donnant  successivement  à  chacune 
des  barres  un  allongement  virtuel  di,  on  ppul  déterminer  l'effort  K 
auquel  elle  est  soumise  dans  le  sens  de  sa  longueur.  Il  est  clair  d'ail- 
leurs que,  pour  constituer  la  nouvelle  forme  correspondant  à  la  lon- 
gueur l  -h  dl,  on  peut  soit  laisser  immobile  la  partie  de  droite,  soit  agir 
de  même  pour  celle  de  gauclie,  soit  enfin  combiner  les  deux  procédés 
l'un  avec  l'autre.  Au  lieu  d'opérer  de  cette  façon,  il  est  presque  tou- 
jours plus  simple  et  plus  rapide  d'avoir  recours  à  d'autres  moyens  que 
nous  allons  indiquer  brièvement. 

1°  Les  forces  extérieures  appliquées  aux  diverses  articulations  du  sys- 
tème étant  connues,  on  peut,  si  deux  barres  seulement  aboutissent  à 
l'une  d'elles,  A  par  exemple,  décomposer  la  force  extérieure  P  en 


deux  autres  (  et  c  dirigées  suivant  les  cfllés  AB,  AD-  La  compression  c 
se  transmettant  intégralement  en  D,  on  la  composera  avec  la  force  exté- 
rieure appliquée  en  ce  point,  s'il  y  en  a  une,  el,deux  barres  seulement 
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POUTRES   DROITES  REPOSANT 
SUR  PLUSIEURS  APPUIS 


'  Poutres  droites  reposant  sur  plusieurs  appuis. 
Indication  du  problème  à.  résoudre . 


Les  éludes  que  nous  avons  faites  sur  les  poutres  reposant  sur  deux 
appuis  nous  ont  monlré  que  la  fatigue  de  ces  pièces  augmente  consi- 
diirablenienl  avec  leur  longueur,  surtout  quand  une  fraction  sensible  de 
leur  charge  se  compose  de  leur  poids  et  que,  par  suite,  elles  se  trouvent 
en  partie  dans  un  cas  semblable  à  celui  de  poutres  uniformément  cliar- 
gées.  On  conçoit  donc  que,  pour  de  grandes  portées,  il  y  ail  intérêt  à 
faire  usage  de  supports  intermédiaires,  même  lorsque  leur  établisse- 
ment entraine  d'assez  grandes  dépenses,  et  telle  est  en  effet  la  solution 
adoptée  maintenant  par  les  constructeurs  qui,  depuis  déjà  pas  mal 
d'années,  ont  établi  un  nombre  considérable  de  grandes  poutres  niélal- 


Fig.  i2i 


liques  reposant  sur  plusieurs  appuis.  C'est  de  l'étude  de  ces  dernières 
dont  nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'une  manière  sommaire:  la 
Statique  seule  ne  permettant  plus  alors  de  calculer  les  réactions  des 
points  d'appui,  il  faut,  pour  résoudre  le  problème,  faire  entrer  eu  jeu 
les  déformations  produites;  la  méthode  qui  se  présente  naturellement  à 
l'esprit  est  celle  que  nous  avons  employée  déjà  bien  des  fois  pour  arri- 
ver à  la  connaissance  du  contour  qu'affectent  les  pièces  soumises  à  des 
efforts  de  flexion.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  trois  points  d'appui 
seulement;  nous  avons  alors  à  déterminer  trois  réactions  F,  F',  F" 
auxquelles  nous  pouvons,  en  raison  de  la  faible  déformation  de  la  pièce, 
supposer  une  direction  verticale  comme  celle  des  forces  extérieures.  La 


i  wf 


Si^tfqae  ne  noas  »\ouue  que  deux  équations,  une  de  projection  (puisque 
t/iuten  Ur4  forces  extérieures  sont  verticales  et  une  de  moments  de  sorte 
qu'il  riou4  faut  encore  une  relation  pour  nous  permettre  de  calculer  les 
inconnu^di  P,  F,  P". 

É>riTons  p'iur  '•ola,  en  fonction  de  ces  dernières  ainsi  que  des  forces 
exténeures  et  d*apKfS  la  forme  habituelle,  Téquatlon  différentielle  de  la 
fibre  d^îfonnée  de  A  en  B  et  intégrons-la  deux  fois,  ce  qui  introduit 
deux  cori*ttanles  ;  opérons  de  même  pour  la  partie  comprise  de  B  en  C, 
ce  qui  fait  apparaitre  deux  nouvelles  constantes,  soit  quatre  en  tout 
qui,  jointe»  aux  trois  réactions  P,  F,  F*  donnent  sept  inconnues.  Or  il 
est  facile  de  voir  que  nous  pouvons  écrire  sept  équations  de  condition, 
savoir  : 
V  leH  2  équations  de  la  Statique  dont  Q  a  été  question  plus  haut, 
t*  i  équations  relatives  à  la  fibre  déformée  ABet  exprimant  que  celle- 
ci  pasHe  par  les  points  A  et  B, 
3^  i  (Vjuations  exprimant  que  la  fibre  déformée  BC  passe  en  B  et  C, 
ir*  1  équation  exprimant  que  les  deux  fibres  déformées  ont  une  tan- 
gente commune  en  B. 

On  a  donc  bien  7  équations  pour  7  inconnues,  ce  qui  détermine  ces 
deniières. 


Pig.223 


S'il  y  a  une  travée  de  plus  CD,  nous  aurons  une  nouvelle  réaction  F*"; 
nous  écrirons  alors  l'équation  de  la  fibre  déformée  de  C  en  D  et,  en 
rintégrant  deux  fois,  nous  aurons  2  autres  constantes,  soit  en  tout  3 
nouvelles  inconnues  pour  lesquelles  nous  aurons  3  équations  de  condi- 
tion : 

1^  i  équations  exprimant  que  la  fibre  déformée  passe  en  C  et  en  D, 

2*  1  équation  exprimant  qu'il  y  a  une  tangente  commune  en  G. 

Il  résulte  de  là  que  chaque  nouvelle  travée  introduit  3  inconnues  et 
3  équations  de  condition,  le  problème  peut  donc  être  considéré  comme 
résolu  ;  mais  il  importe  de  remarquer  qu'en  opérant  comme  nous  venons 
de  le  dire  on  a  à  intégrer  2  fois  n  équations  différentielles  (n  étant  le 
nombre  des  travées)  et  à  résoudre  3n-f-l  équations  du  premier  degré 
contenant  3  n+l  inconnues,  et  ce  sont  là  des  opérations  extrêmement 
longues  et  laborieuses.  Le  théorème  des  trois  moments  permet  d'arriver 
beaucoup  plus  rapidement  à  la  solution  du  problème  qui  nous  occupe. 


à 


§  1S9.  —  Théorème  des  trois  moments. 

Soient  A,  B,  C  trois  appuis  consécutifs  sur  lesquels  repose  une  poutre 
droite  dont  la  section  est  constante  dans  la  longueur  de  chaque  travée, 
et  qui  est  soumise  à  des  forces  quelconques  monnaies  k  sa  direction 
et  contenues  dans  le  plan  de  symétrie  de  la  pièce;  nous  supposons, 
par  exemple,  la  poutre  horizontale  de  façon  que  les  forces  en  question 
.F. 
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soient  verticales.  Appelons  M,,  M„  M,  les  momenis  fliiliissiinls  aux- 
quels la  poutre  est  soumise  aux  points  A,  B,  C;  L,  Pl  1-,  lus  longueurs 
des  deux  travées;  1,  et  1,  les  moments  d'inertie  de  leurs  sections  trans- 
versales ;  A,  et  A,  les  hauteurs  verticales  dont  il  faut  descendre  pour 
passer  d'un  appui  à  celui  de  droite  ;  F„  F„  F,  les  pressions  (verticales) 
que  la  poutre  exerce  sur  ses  appuis  et  par  suite  les  réactions  exercées 
par  ces  derniers. 

Faisons  une  section  transversale  quelconque  wv  duns  la  travée  de 
droite  et  appelons  m  le  moment  auquel  donnent  lieu  sur  ccLto  section, 
de  B  en  un,  les  forces  extérieures  seules  qui  sontdirectemeiil  appliquées 
à  cette  travée  BC,  non  compris  les  réactions  des  appuis.  Nous  avons 
montré  précédemment  (§  B6)  que,  si  p  est  la  force  vttrLicale  par  uiUli- 
mètre  courant  appliquée  à  la  pièce  BC,  on  a  (;>  étanl  une  i'uiictiun  quel- 
conque de  l'abscisse  î), 


p.  (*-E).  di 


—  se  — 

.-*  -exzjrirr  r;»*  ia  ^ij?:?  i*  cett*  inlé^rale  peut  se  cal- 
cif  ij--  -j-'  rv--.-  orirr  X.  i.;:i  par  lanalTse.  soit  par  un 
.rzrr  îT-  -f^  i:--l:t  1  ^T^'-rT  liis  Uos  les  cas  même  les 
iTifit.  N:'i!*  :•.'!'. 'U  i-c-:  r.icjjiTrrtr  m  comme  une  foncUon 
■>r  X  qni  est  «.nnue  soil  par  sa 
Ti>ar  algébrique,  soit  par  one 
c^.-z^^  Sjuraliïe. 
'-  »>•?:  pjï*  considértHis  la  travée 

r-  ■ &;  â  fiîxi  ei  «rivons  l'équalion 

i,iiL;;;-:;e  <i"rtiailibre  ponr  la  sec- 

L-.a  K.  cû  appelant  T,  la  porlioD 

i~  ]a  r?a;tvD  F,  qui  est  employée 

'  a  ÎTiC'TTnirrBCi'i;  nous  avons  ainsi 


E.  I. 


^=M.-T..x  +  «. 


_z.— L-^  ^■.  ;m:t.  Tiriai.ie  c-u  non.  qui  est  appli- 


'.  j  >  j  .  r^-7  : 


f  l'.:zr]»  tratêe  totale,  en  prenant  les 


-  -'.  :r.  :  0  vi  rn  appteîant  SP,  ia  somme  des  chan^ 
>  a  1»  L-atrr  BC 


-I^-f/'^^U-O.dE 


ïL  Bhs  ^m  ai. If  ■•  çfci-w.   r,  (9:  a  f«rLii«  ie  Fg  ftC  bat  appli^wr  «a  B,  irac  l«  >i<- 


ou  bien,  en  posant  C,=j    p,.  (a:~t).dl,  C,  étant  une  quantité  con- 
stante qu'on  peut  déterminer  facilement, 


M,  =  M,  —  T,.  L, +  C, 

T   _M. -M.  +0. 
1,  —  =r 


et  par  suite 


E.I,. 


,f.j^ 


ce  qui  donne  en  intégrant 

i^-'- (s -'■)="■■'- 

du 
^,  tîtanl  la  valeur  de  -7-  pour  x=o. 

[nlégrons  une  nouvelle  fois 


M.- 


•+/; 


M,  -  M,  +  C,      ,   .    ff         ._ 

létlente 


Pour  ar^L,,  on  doit  avoir  y^-i-fi,;  l'étjualion  précédente  donne  donc 

£..  I,  («,  —  ?,.  L.)  =  g  11,.  L,' ! S-1-! — ■*• 

D'où  en  réduisant 

Pour  appliquer  la  même  équalionà  la  travée  AB  (c'est-à-dire  pour  aller 
de  B  en  A  au  lieu  delî  en  G),  il  suffit  évidenmientde  changer  A,  en— A, 
ci  ç,  en  — if,,  M,  en  M^,  L,  en  L,,  C,  en  C,,  p,  en  i>.  et  1,  en  I,.  On  a 
donc 


L. 


r 
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Ajoutons  membre  à  membre  les  deux  relations  précédentes;  il  yient, 
après  réductions, 

C'est  réquation  dite  des  trois  moments  parce  qu'elle  donne  une  relation       I 
entre  les  moments  qui  sollicitent  la  poutre  par  le  travers  de  trois 
appuis  consécutifs  quelconques  (*). 

S'il  s'agit  d'une  poutre  de  dimensions  données,  l'équation  précédente 
ne  contient  comme  inconnues  que  les  trois  moments  et  elle  permet  par 
suite,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  d'arriver  facilement  à  leur 
détennination.  Si,  au  contraire,  il  s'agit  de  la  faire  servir  à  trouver 
quelles  dimensions  il  convient  d'adopter  pour  une  poutre  soumise  à  des 
charges  connues,  l'existence  des  moments  d'inertie  I„  I,  complique 
singulièrement  la  solution  du  problème.  Pour  le  résoudre,  il  faudrait 
opérer  par  approximations  successives;  mais,  dans  la  pratique,  la 
question  se  simplifie  d'une  manière  notable  parce  que,  saut  des  cas 
exceptionnels,  on  place  les  appuis  de  niveau,  c'est-à-dire  sur  une 
même  horizontale;  on  a  alors  A.=o,  A,=:o  et  il  suffit  alors  de  se 

donner  a  priori  la  valeur  du  rapport  -y-  pour  avoir  une  relation  qui  ne 

renferme  comme  inconnues  que  les  trois  moments  considérés. 

Une  autre  remarque  importante  à  faire  est  la  suivante  :  dans  les  cal- 
culs qui  conduisent  à  l'établissement  du  théorème  des  trois  moments, 
on  suppose  que  la  section  de  la  poutre  est  constante  dans  la  longueur 
de  chaque  travée  ;  or,  en  réalité,  il  n'en  est  pas  ainsi  parce  qu'on  tâche 
de  se  rapprocher,  au  moins  dans  une  certaine  mesure  de  la  forme  du 
solide  d'égale  résistance.  Faire  usage,  dans  ces  conditions,  du  théorème 
des  trois  moments  constitue,  à  coup  sûr,  une  manière  d'agir  qui  est 
absolument  inexacte  au  point  de  vue  théorique,  mais  l'expérience  [a 
montré  que  les  longues  poutres  des  ponts  métalliques  calculées  de  cette 
manière  ont  donné  des  résultats  satisfaisants  et  on  peut  par  suite 
l'adopter  en  toute  sécurité  (").  Le  seul  point  auquel  il  soit  nécessaire  de 

(i)  Gomme  nous  I'itods  déjà  dit,  It  fonction  m  est  connue,  par  eonséqnent  les  intégnles 
Jj  m.  dx^  se  calculeront  facilement  par  une  double  intégration  soit  algébriqne,  soit  graphique. 

(2)  Il  est  cependant  possible  de  tenir  compte  théoriquement  de  la  ?ariation  de  section  de  la 
poutre  ;  on  pourra  consulter  à  ce  sujet  les  Mémoires  de  la  Société  des  Ingénieurs  Civils,  deu- 
xième semestre  1880,  p.  111  (Mémoire  de  Mr  Clerc)  et  la  Statique  graphique  de  Me  Maurice 
LéTj,  tome  2.  p.  302. 
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porter  une  attention  toute  particulière  est  de  bien  veiller  li  ce  que  le^ 
appuis  soient  exactement  de  niveau,  comme  on  le  s  up|iose  dans  la  formule 
simplifiée  en  faisant  A,  ^=o  et  A,^=o  ;  il  est  en  effet  l'iifile  de  comprendre 
qu'une  variation  de  hauteur,  même  assez  faible,  dos  piiintsd'uippui  puisse 
être  très  comparable  à  la  flèche  que  tend  à  prendn.-  I.i  poulre  sous  l'ac- 
tion des  charges  auxquelles  elle  est  soumise  etpariuiisêquent  que  celte 
dénivellation  soit  susceptible  de  modifier  d'une  manii  ro  extrêmement  sen- 
sible les  résultats  qui  ont  été  obtenus  en  partant  d'iuie  hypothèse  toute 
difTérenle.  11  pourrait  même  arriver,  dans  certains  cns  extrêmes,  que  la 
poutre  cessât  de  porter  sur  l'un  des  points  d'appui  ft  la  réalité  n'aurait 
plus  alors  qu'un  rapport  très  éloigné  avec  les  calculs  théoriques  qui 
seraient  censés  s'y  appliquer.  Il  faudra  donc  apporter  un  soin  tout 
particulier  à  ce  que  les  appuis  soient  à  des  tailleurs  telles  que  la 
poutre,  supposée  soustraite  à  toutes  les  forces  qui  hi  sollicitent,  y  com- 
pris la  pesanteur,  les  touche  tous  sans  se  déformer:  en  d'autres  termes 
le  profil  suivant  lequel  sont  établis  les  points  d'a|i|)iii  devra  être  celui 
qu'aurait  la  poulre  supposée,  par  exemple,  couchée  sur  le  c6lé.  La 
réalisation  de  cette  dernière  condition  a  paru  asse?,  déUcale  à  plusieurs 
ingénieurs  pour  les  engager  à  renoncer  aux  ponts  à  travées  solidaires 
et  à  faire  usage  de  poutres  coupées  à  chaque  poinl  d'appui,  de  faroii  à 
se  trouver  alors  dans  des  conditions  bien  nettement  définies;  néan- 
moins des  raisons  d'économie  dans  la  construction  i-l  de  facilité  dans  le 
montage  et  la  mise  en  place  font  presque  toujours  pn'l'érer  à  i-e  dernier 
dispositif  celui  des  travées  solidaires  qui  est  parlicuUororaenl  avaulji- 
geux  pour  les  grandes  ouvertures. 


%  160.  —  Cas  particulier  du  théorème  des  trois  moments. 
(Appuis  de  niveau  et  poutre  uniformément  chargée). 


Si  les  Irois  appuis  conséculifs  considérés  sont  do  niveau,  le  terme 
,1  tJ-  —  TJ-ldisparaltde  l'équation,  qui  ne  contient  phiR  alors  les  moments 


4î;-è)^ 


d'inertiequesouslaforme  y-.  Si  l'on   suppose  en  outre  que  l;i  pnutre  est 
uniquement  soumise  à  des  charges  uniformément  nii^ii'tii's  mais  pouvant 


d'ailleurs  vai-ier  d'une  travée  à  l'autre,  la  fonction  p  est  alors  constante, 
de  sorte  qu'on  a 


//!-,..  dx- =  i p.  L* 

=  Ç^ ,,.  (^-ï).  di  =-\p.v 


Par  suite  l'equalion  des  trois  uioments  devient 


ft  +  ^l 


ou  bien 


U  _  p.-  L,'  ,   p..  L,'      f,.L,'       p.-  Lt' 
i;~     21,   "^    21,         "ÏTT  41. 


M,.,^+2M.^^^^4-ii-)  +  M, 


I^.      P.-  L,'   ,   p..  L.' 
1,  "~~îïr         41. 


Si  l'on  supposu  on  outre  qu'on  ait  i,  =  I„  on  a 

Mg.  L,  -H  2  M,  {L,  +  L.)  +  M,.  L,=  j  (p,.  L,'  +  p..  L.') 

C'est  la  f'onuo  siiuplc  sous  lii([iicUe  on  se  borne  à  donner  souvent  l'équa- 
tion dtiS  Irols  miiiiiunts,  oqualion  qui  a  été  établie  d'abord  par  Berlot, 

puis  pur  Clapeyrim, 


;;  IGI.  —  Tbéoréme  des  trois  moments  dans  le  cas  de 
forces  Isolées. 


iopposoos  que  la  poulre.  au  lieu  d'être  sollicitée  par  des  charges 

lent  réparties,  soit  soumise  à  des  forces  isolées.  Considérons 

l'effet  proJuii  [mr  la  force  P,  appliquée  à  la  deuxième  travée 

0,  do  l'appui  11.  Le  moment  m  est  alors  nul  de  B  en  S, 

il  est  é^';d  à  P,  (x— a,);  la  fonction  qui  le  repré- 

•inue  :   elle  se  compose  de  deux  autres,   l'une 
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constammenl  nulle  de  B  en  S,  l'autre  égale  à  Vj{x  —  o^.  Dans  nos  cal- 
culs nous  aurons  donc  à  intégrer  séparément  chacune  d'elles,  la  pre- 
mière dea;=o  à  x=a,rautrede  x=aax=l.;  les  intégrîilts  sucppsHÎves 


-2.'- 


de  la  première  fonction  étant  évidemment  nulles,  nous  n'avons  qu'a 
nous  occuper  de  la  seconde.  Nous  avons  donc  à  partir  du  iioiijL  S 

m  =  P,  («  —  (O 

/"■•'fc=ï'-(ï-«--+¥) 

puisque  l'intégrale  droit  être  nulle  pour  x=ia,, 

JJm.  dx*  =  -^  (x'  —  8  a,'.  l'-t-So.'.  x) 
et  par  conséquent,  en  prenant  cette  intégrale  entre  les  liinit(.'s  n,  ni  L,, 

Quant  à  Cf,  sa  valeur  est 


Nous  avons  donc  pour  la  force  considérée  P,  appliquée  \\  la  sf  condc 
travée 


C,.L. 


^ -L^i; //.'•  — &?(" 


Supposons  également  qu'il  y  ait  une  force  P,  appliquée  ii  l;i  piomière 
travée  AB;  elle  donnera  lieu  identiquement  aux  mêmes  riilculs,    ii 


condilion  qu'on  remplace  n,  i<ar  la  longueur  BV  qui  déCoil sa  dûlanee  à 
i'uri<nitL>  romniuni.-  ûes  ro' .rdonnées  B.  Or,  si  nous  voulons  toujours 


Isr 


entimt'i' la  portillon  •[•■•<  UvrQi  par  rapport  à  l'appui  «fe  jt^hc^^^  le  plus 
voisin,  nous  avons  Vlf^i.,— o,  et  par  conséquent 


v^n'-'-'-^h^.'^--'-^ 


ois  moments  est  alors 


-".'t:-S+"--ï= 


S(L,'-o,')  + 


)(L.--.^)-6E(^-è) 


Si  il  y  u  titi  ri<>iiiljj'i'  (jiielconque  de  forces  isolées  appliquées  aux 
ilivcTsos  tniiét's.  cliîiruni-  .i'elles  donne  lieu  évidemment  à  un  terme 


Hg.îW 


existe  en  outre  ilos  '•Jiai'Ke- 


-^us  en  P,  et  en  P..  Dans  le  cas  enfin  où  il 
^  uniformément  répartie?,  on  a  à  ^'outer  au 

second  niembiv  rexjii'essimi  digâ  trouvée  ~r(p,.L*-\-p,.L^). 

Si  les  ffirt'iis  appliquées  a  !a  travée  donnaient  lieu  à  des  intégrations 
algébriques  trop  fumpliqu^-'s,  on  aurait  soin,  bien  entendu,  d'employer 
fetégration  graphique  qui  ne  présente  de  difficultés  dans  aucun  cas  et 
^  donner  lien  à  aucuin.^  erreur  quand  la  courbe  figurative  des  mo- 
!  lesquels  n'enlrcDl  pas  les  réactions  des  points  d'appui)  a 


\ 


été  tracée.  On  pourra  par  exemple  traiter  de  cette  manière  le  cas  où 
une  charge  uniformément  répartie  s'étend  sur  une  partie  seulement  de 


la  longueur  de  une  ou  plusieurs  travées,  de  U  en  V  pour  fixer  les  idées  : 
la  fonction  m  a  alors  les  valeurs  suivantes  : 


de  A  en  U,  7 
de  U  en  V,  >i 


est  constammeut  uni, 
«|pCa;'-a'),  parabole  UV, 


,  ligne  droite  VB'. 


L'intégration  graphique  se  fera  sans  difficultés;  on  pourrait  aussi  traiter 
la  question  algébriquement. 

En  résumé  nous  conclurons  de  tout  ce  qui  précède  que  nous  savons 
calculer  dans  tous  les  cas  et  par  des  procédés  pratiques  la  valeur  des 
différents  termes  qui  Sgurenl  dans  le  second  terme  de  l'équation  des 
trois  moments. 


$  162.  —  Application  du  théorème  des  trois  moments  à,  la 
reoherobe  du  moment  fléoblssant  qui  sollicite 
une  section  transversale. 


Premier  cas.  —  Les  deux  extrémités  de  la  poutre  ne  sont  pas  enca- 
8trée$. 

Considérons  une  poutre  droite  reposant  sur»  +  l  appuiset  supposons 
d'abord  qu'elle  ne  soit  encastrée  à  aucune  de  ses  extrémités  ;  les  mo- 
meDts  extrêmes  U»  et  M,  sont  alors  nuls.  Or  le  théorème  des  trois  mo- 
ments nous  donne  n  —  1  équations  distinctes  ;  nous  aurons  donc  autant 
de  relations  que  cela  est  nécessaire  pour  déterminer  les  n — 1  moments 


s  162 
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inconnus  et  il  nous  suffira  de  résoudre  n  —  1  équations  du  premier  de- 
gré an  —  1  inconnues,  tandis  que  par  la  première  méthode  nous  en 
avions  3  n  4-1  (§  159).  Le  problème  se  trouve  donc  considérablement 
simplifié  ;  malffré  cela  il  donne  encore  lieu  à  des  calculs  un  peu  longs 
quand  le  nombre  des  travées  est  considérable  et  que  celles-ci  ont  des 
longueurs  variables.  En  pratique,  on  adopte  généralement,  pour  les 
longues  poutres  qui  constituent  les  ponts  métalliques,  des  ouvertures 
constantes  de  travées,  sauf  pour  la  première  et  la  dernière  qu'on  fait 
en  général  un  peu  moins  grandes  mais  cependant  toutes  deux  égales 
entre  elles.  Ce  dispositif  facilite  beaucoup  les  calculs  en  permettant  des 
simplifications  qu'on  trouvera  exposées  dans  les  ouvrages  spéciaux  ('), 
mais  qui  ne  rentrent  pas  dans  le  cadre  de  ce  Traité. 

Connaissant  les  moments  correspondant  à  chacun  des  points  d'appui, 
on  calcule  alors  les  valeurs  des  portions  T  des  réactions  des  points  d'ap- 
pui par  la  formule  (§  189) 

™  _  M,  -  Mk^,  +  Ct^, 

Cxr+,  étant  égal,  comme  nous  l'avons  vu,  au  moment  par  rapport  au 
point  S  (Appui  A;  + 1  )  de  toutes  les  forces  extérieures  (non  comprises  les 


"k/ 


t 


ÏVavee   K*l 
n|.  «! 

réactions  des  points  d'appui)  appliquées  à  la  travée  VS.  La  quantité  G^t+i 
a  d'ailleurs  pour  expression  (§  189) 

et  elle  se  calculera  par  l'analyse  ou  par  une  intégration  graphique. 

Les  valeurs  de  T»,  T*+„ étant 

ainsi  connues,  on  déterminera  le  mo- 
ment fléchissant  H  correspondant  à 
une  section  quelconque  uv  par  la 
relation  {$  189) 

M  =  M»  -  T».  «  +f'pi^  C*  — E)  ai 

pirtieuli«r,  eoasulttr  Ii  RMttawt  de$  nûUriatue  àt  Brwie  et  eeUa  de 
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dans  laquelle  /  pt+,  (a:  —  E)  dï  se  calculera  comme  l'iuU'grale  précé- 
dente. Les  valeurs  ainsi  obtenues  pour  les  moments  fléchissants  M 
relatifs  aux  diverses  sections  transversales  pourront  alurs  élre  avan- 
tageusement représentées  par  un  tracé  graphique. 

Rien  ne  sera  plus  facile  ensuite  que  de  calculer  l'eftort  tranchant  Q 
correspondant  à  une  section  transversale  quelconque  mu,  soil  en  ayant 

recours  à  l'expression  analytique  Q  =  —  -î—  ,  soit  en  iiiPiianl  uni,'  lan- 

gente  à  la  courbe  des  moments  que  nous  venons  d'appniidre  à  tracer. 

On  obtient  également  sans  difficulté  les  réactions  exercées  par  les 

points  d'appui  :  considérons  par  exemple  l'appui  V  de  rang  k  :  la  pous- 


Fig.  333 

sée  totale  qu'il  exerce  de  bas  en  baut  est  égale,  comme  nuus  l'avnns 
déjà  dit  (5  159),  au  terme  T*  (relatif  à  la  travée  A+i)  aug'meiué  de  la 
quantité*  analogue  exprimant  la  pression  exercée  par  la  travée  k  auv  le 
même  appui  V,  c'est-à-dire  à 

T*-)-EPt-  T*-, 

SPt  étant  la  somme  totale  des  forces  extérieures  direclemenl  appli- 
quées à  la  travée  k,  somme  qui  est  connue. 

Comme  application  des  théories  précédentes,  examinons  le  cas  parti- 
cuUer  où  la  charge  se  compose  uniquement  de  poids  tmit'urtuéiai'jiL 
répartis  dans  chaque  travée.  On  a  alors 


T.= 

Mi- 

ft^+^PM- 

LV. 

w*. 

H 

=  M» 

-T,.,+\p,„ 

.i" 

Q  = 

:-T,  +p,,,l 

Les  moments  fléchissants  sont  donc  alors  représentés  par  une  parabole 
du  second  degré,  et  les  efforts  tranchants  par  uneligneilrol  le  qui  coupe 


► 


l'axe  des  x  en  un  point  H  tel  que  V  H  =  .  Il  y  aura  lieu  de  déter- 

miner  directement  celte  dernière  quantité  dont  on  se  servira  pour  cal- 
culer le  moment  coircspondanl  HH';  le  point  H'  est  évidemment  le 


1 


Lt'L  de  la  piinibule  des  moments  fléchissants  qui,  rapportée  aux 
axes  coordumiés  ll'X'.  Il"  Y'  a  pour  équation 


■  la  plus  grande  facilité  et,  comme  vérification, 
s  points  D  et  D'  déjà  déterminés  parles  valeurs 


Oïl  la  tracera  dune  avi 
elle  devra  passer  par  I 
de  M*  et  M*^,, 

Deuxième  cas.  —  /,es  deuiD  extrémités  de  la  poutre,  ou  fune  d'elles 
seulement,  sont  encastrées. 

Dans  ce  cas,  si  ti  +  I  est  le  nombre  des  poinla  d'appui,  on  a  n-f-i 
momeiils  iiicoiinus  k  di'lonniner,  tandis  que  lalliéorie  des  trois  moments 
ne  donne  que  n  —  1  équations.  Les  deux  autres  relations  nécessaires 
pour  résoudre  le  prolilème  nous  seront  données  par  la  condition ,  que 
l'angle  désigné  pi'êcédfinment  par  f  (§  159)  soit  nul  aux  extrémités  de 
la  poutre,  là  où  il  y  a  encastrement.  Pour  la  première  travée,  en  vertu 
de  l'équaUon  (§  159) 


L.  +  |M..L,-^C..L.+  l//^^-«..rf.-] 


I 
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nous  avons  en  faisant  ç„  =  o 

Pour  la  dernière  travée  nous  aurons  de  même  (§  159) 

^{-t+  H-rG"-  i..+5«-.-i"-|c.L.+^/x'->»..„..] 

d'où  en  faisant  (fs=o 


I..  E.  An        l«        T        1    l«r  T  In       T        1      1     Tr^n 


"ET 


Ces  deux  équations  jointes  aux  autres  permettront  de  calculer  les  n-]-l 
moments  inconnus  ;  on  procédera  ensuite  comme  précédemment  pour 
trouver  les  moments  fléchissants  et  les  efforts  tranchants  ainsi  que  pour 
tracer  leurs  courbes  représentatives. 


$  163.  —  Poutre  droite  nuiformément  chargée  reposant 
snr  trois  appuis  deoiveau  et  n'ayant  pas  ses 
extrémités  encastrées. 

A  titre  d'application,  étudions  le  cas  d'une  poutre  droite  reposant  sur 
trois  appuis  de  niveau,  non  équidislants.  A,  B,  C  et  uniformément 
chargée  sur  toute  sa  longueur  de  p  kilogrammes  par  millimètre  couranl. 

Comme  il  ne  s'agit  que  de  mieux  faire  voir  par  un  exemple  la  marche 
à  suivre  pour  les  calculs,  nous  nous  donnerons  en  chiffres  le  rapport 
des  longueurs  des  travées  et  nous  admettrons  par  exemple  que  lune 
d'elles  a  une  longueur  double  de  l'autre.  Les  deux  extrémités  de  la 
poutre  n'étant  pas  encastrées,  on  a  Mo=o,  M,=  o  et  par  conséquent 
l'équation  des  trois  moments  devient 


2Ai,  (L  +  2  L)=i(p.L»+p.8L") 


i 

J 


{US  — «0  — 

L'effort  traDchant  T.  correspondaDl  au  premier  point  d'appui  A  est 


T.= -,-? -?,.L=AD 


La  charge  que  la  première  tra¥ée  donne  sur  le  deuxième  point  d'ap- 


L'effort  tranchant  T,  correspondant  à  la  seconde  travée  pour  le  i 
point  d'appui  B  a  pour  valeur 


-» 


M,-M.  +|p.4L'       j, 

= 21 =  11'' 
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et  par  conséquent  la  charge  que  donne  la  seconde  travée  sur  le  troi- 
sième point  d'appui  C  est 

Les  valeurs  précédentes  permettent  de  tracer  les  droites  DE,  FG  qui 
représentent  les  efforts  tranchants  ;  ceux-ci  sont  nuls  pour  les  abscisses 
AJ  et  BH  données  par  la  relation 

ce  qui  donne 

Les  ordonnées  correspondantes  JK,  HI  des  courbes  des  moments  flé- 
chissants sont  données  par  l'équation    * 

d'où  Ton  déduit 

On  connaît  donc  les  sommets  K  et  I  des  deux  paraboles,  ce  qui  per- 
met de  tracer  immédiatement  ces  dernières  puisque,  en  faisant  passer 
les  axes  coordonnés  par  leurs  sommets,  on  a  pour  équation  de  ces 
courbes 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  posé  est  donc  entièrement  résolu: 
nous  connaissons  les  courbes  des  moments  fléchissants  et  des  efforts 
tranchants,  ainsi  que  les  réactions  totales  exercées  par  les  appuis.  Ces 
dernières  sont  égales  : 

1 
pour  le  premier  appui  A  à  g  p.  L; 
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Il  liaot  écrire  mainteiiant  que  la  poutre  déformée  a  sa  tangente  hori- 
xontale  en  A  et  en  C,  ce  qui  donne  (§  162) 

Jm,.  L  + 1 M..  L -i  C..  L  +  i Jj^^  «..  dSr*  =  « 


Or  on  a  (§  leO) 


On  en  dédiiil  i 


(2)        jll.  +  M.=ip.L« 


Pour  l'autre  extrémité  C,  on  a  de  même 

S 

|m.|l+Jm.Jl-Jc..|l+^XC'''---^= 


et,  en  remarquant  que 

c.=|i»ii')*=|i'i'- 

s 


/X»V^=-è»-8'J"-S'-'-* 


on  obtient 


(8)        2M,  +  M.  =  ^i>.  L» 

Nous  avons  donc  trois  équations  (1),  (2)  et  (3)  pour  calculer  M,,  M,,M„ 
et  la  solution  du  problème  se  continuera  d'après  les  principes  que  nous 
avons  exposés  précédemment 


\ 


CHAPITRE    XII 


ÉTUDE   DE    DIVERS    SYSTÈMES 


l 


i 


ÉTUDE  DE  DIVERS  SYSTÈMES 


§  165.  —  Snpport-gme. 

Soient  deux  liges  AD,  DB  articulées  en  A  et  en  B  contre  on  support 
fixe  {un  mur  par  exemple)  et  articulées  égalementrune  avec  l'autre  en  D. 
Supposons  qu'un  poids  P  soit  suspendu  au  point  D  et  voyons  à  quelles 
forces  sont  soumises  les  diverses  parties  du  système. 
f  On  néglige  te  poids  dopièces. 

Si  les  deux  tiges  sont  assez  courtes  et  leur  poids  assez  faible  pour 
qu'on  puisse  négliger,  sans  erreurnotable,  les  efforts  de  flexion  auxquels 


elles  sont  soumises,  nous  pouvons  traiter  le  support  d'après  la  théorie 
exposée  pour  les  systèmes  articulés,  et  nous  n'avons  par  suite  qu'à 
décomposer  la  force  P  en  deux  autres  dirigées  suivant  AD  et  BD.  La 
première  t  est  une  force  de  traction;  l'autre  c,  une  force  de  compression 
et  les  sections  •*  et  m'  des  deux  barres  se  calculeront  par  les  relations 
E.  «.=  ( 


R  et  R'  étant  les  charges  par  millimètre  carré  considérées  commeadmi»- 
sibles  pour  l«s  pièces  en  question. 


En  pratique  1  et  c  peuvent  se  détenniner  par  un  tracé  graphique,  ou 
bien  par  le  calcul  au  moyen  des  équations 


ain  («  +  p)      coe  «      cm  p 

Si  P  et  la  somme  «  +  p  sont  constants,  t  et  e  sont,  comme  on  le  voit, 
proportionnels  à  cos  a  et  ces  p. 

â°  On  tient  compte  du  poidt  det  piécet. 

Supposons  maintenant  que  les  pièces  soient  asseï  longues,  et  leur 
poids  assez  grand  _pour  que  U  charge  due  à  leur  flexion  ne  soit  plus  né- 
gligeable; nous  étudierons  alors  l'équilibre  de  chacune  d'elles  à  pari. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  jambe  de  force  BD  et  admettons  que  ce 


flf.  ss> 

soit  à  elle,  par  exemple,  que  soit  fixé  le  poids  P.  Appelons  H  et  H'  les 
réactions,  verticale  et  horizontale  exercées  parle  tirant  DA.surDB;oii3> 
en  appelant  p  le  poids  de  la  pièce  et  en  supposant  que  son  centre  de 
gravité  soit  situé  au  milieu  desalongueur, 

p.  l  +P./  =  H.  I  +  H'.r 


Considérons  maintenanlletiranlAD:  les  forces  qui  lui  sont  appliquées 
sont  son  poids  p",  les  réactions  de  la  jambe  de  force  qui  sont  évidein- 
ment  —  H  et  —  II',  ainsi  que  la  réaction  du  point  fixe  A.  En  prenant  les 
moments  par  rapport  à  ce  dernier,  on  a 

y.  î  +  H.n=H'.„' 

Ces  deux  équations  suffisent  pour  déterminer  II  et  H',  en  supposani 
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que  p  et  p'  soient  connus  soit  esacteraenl,  soit  d'une  manière  approxi- 
mative, à  l'aide  par  exemple  du  calcul  qui  a  été  fait  au  commencemeut 
de  ce  paragraphe  d'après  la  théorie  générale  des  systèmes  articulés. 

Une  fois  H  et  H'  connus,  le  calcul  des  dimensions  à  donner  à  chacune 
des  pièces  ne  présente  pas  de  difficultés:  la  jambe  de  force  BD  est  en 
effet  soumise  à  une  force  de  compression 
et  à  des  forces  de  flexion;  c'est  un  cas 
que  nous  avons  traité  aux  paragraphes 
118  et  119  0. 

Quant  au  tirant  AD,  il  est  soumis  à  des 
efforts  de  Qexion  et  de  traction  {§  120  et 
121)  et,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu 
pour  la  pièce  précédente,  les  déformations 
qu'il  subit  n'ont  pas  d'influence  sensible 
sur  la  fatigue  qu'il  éprouve. 

Comme  on  le  voit  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit  pour  le  calcul  de  la  jambe  de  force 
et  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer 
(§  118),  on  se  trouve  conduit,  dans  la  détermination  des  dimensionsà 
adopter,  aune  série  plus  ou  moins  longue  de  tâtonnements  puisque,  à 
"vrai  dire,  on  ne  sait  en  définitive  que  vérifier  si,  avec  des  dimensions 
données,  la  construction  projetée  n'éprouve  pas  une  fatigue  trop 
grande. 

Si  l'on  veut  s'opposer  à  la  flexion  de  la 
jambe  de  force  BD,  on  se  trouve  conduit, 
comme  nous  l'avons  expUqué  à  propos 
des  systèmes  articulés,  à  multiplier  les 
lignes  de  la  construction  et  à  adopter  par 
exemple,  une  disposition  analogue  à  celle 
de  la  figure  241,  dans  laquelle  il  n'y  a 
aucune  ligne  surabondante  et  dont 
chaque  cûté  peut  se  calculer  avec  la  plus 
grande  facilité. 

Quelques    conslruc  leurs,  pour    aug- 
menter la  solidité  du  support-grue  dont 
nous  nous   occupons,  rendent  invariable  l'angle  D  au  moyen   d'une 
équerre  ou  d'un  dispositif  analogue:  on  agit  parfois  de  même  en  A  et 


Fi|.  110 


Fie-  ttl 


(1)  Les  compoMnles  longitadinales  à«i  forées  p,  e'ost-à-dira  du  poids  de  Ii  jimba  da  Ibree, 
n'ont  qa'uDs  importince  (rès  bible,  tomme  on  le  reconoBlt  racilsneal,  de  sorte  qu'en  1m  ntgll- 
geuit  on  so  Irouie  nnienâ  su  tit»  d'une  ptice  loumiie  i  des  (orat  nonntlei  et  k  une  fane  de 
compressioa  située  &  «on  exlrémild  (£ 
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en  B.  Ces 


manières  de  faire  doivent,  en  principe,  être  rejelées,  car  elles 

équivalent  à  une  surabondance  de  lignes 
(§  154). 

Si  les  deux  barres  AD,  BD  sont  réu- 
nies par  un  dispositif  qui  les  rende  abso- 
lument solidaires  Tune  de  Tautre,  le 
problème  se  présente  alors  d*une  autre 
façon  et  il  y  a  lieu  de  considérer  le  sup- 
port comme  un  corps  rigide,  à  âme  évi- 
dée,  travaillant  par  flexion.  On  a  dans  ce 
cas,  en  supposant  que  les  barres  aient 
même  section  <i>. 


R.    -=  P.  a: 

V 

R. i  =P.a? 

y 

2 
R.  «.  y  =  F .  X 


relation  d*où  Ton  déduit  w.  Il  faut  ensuite  ajouter  une  âme  (évidée  ou 
non)  capable  de  résister  à  Teffort  tranchant,  et  ne  pas  perdre  de  vue 
que  le  système  ainsi  constitué  doit  être  établi  de  façon  à  pouvoir  résister 
au  déversement. 


§  166.  —  Gme  articulée. 


i 


Supposons  que  la  grue  ait  la  forme  indiquée  par  la  figure  243,  les 
différentes  parties  étant  réunies  par  des  articulations. 

1®  On  néglige  le  poids  des  pièces. 

Négligeons  d'abord  le  poids  des  pièces,  celles-ci  étant  supposées  ne  pas 
travailler  par  flexion  ;  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  grue  sont  : 

le  poids  F  appliqué  en  D, 

la  réaction  verticale  F  de  la  crapaudine, 

le  couple  F.  d  tel  que  F.  d  =  F.  a  (équation  qui  donne  F). 

Comme  dans  le  problème  précédent,  nous  supposerons  le  poids  P  appli- 
qué, par  exemple,  à  la  volée,  et  nous  le  décomposerons  en  deux  forces, 
l'une  de  compression  c  sollicitant  la  volée,  l'autre  de  traction  i  agissant 


ik. 


sur  le  tirant;  elles  se  délerminenl  de  suite.  Quant  au  pivot  GA,  il  est 
soumis  au  poids  P  agissant  verticalement  en  G,  au  couple  F.  d  et  aux 


F 

A 

G 

a 

P 

F 

Crajiaudi 


i 


actions  f  et  c  produites  par  le  tirant  et  la  volée  ;  le  calcul  des  dimensions 
qu'il  convient  de  lui  donner  ne  présente  pas  de  diffîcullés. 

â"  On  tient  compte  du  poids   des  pièces. 

Tenons  compte  maintenant  du  poids  des  pièces;  celles-ci  doivent 
alors  être  considérées  comme  travaillant  non  seulement  par  traction  ou 
compression,  mais  encore  par  flexion.  Appelons 

p  le  poids  de  la  volée, 

p'  celui  du  tirant,  ou  des  tirants  s'il  y  en  a  plusieurs, 

p"  celui  du  pivot, 
ces  poids  étant  supposés  avoir  chacmi  leur  résultante  au  milieu  de  la 
longueur  do  la  pièce;  admettons  d'aiUeurs  qu'ils  soient  connus  soit 
exactement,  soit  au  moins  d'une  manière  approximative  par  l'élude 
précédente. 

Comme  on  le  voit  facilement,  la  grue  est  soumise  aux  forces  exté- 
rieures suivantes: 

les  poids  P,  p,  p',  p", 

la  réaction  verticale  P+p  +  p'-^p",  de  la  crapaudine  appliquée  en  G, 

le  couple  F.  d  tel  que 

F.rf:=P.a+(p  +  y).| 
équation  qui  détermine  F. 
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Éludions  maintenant  chaque  pièce  à  part  pour  savoir  à  quelles  forces 
elle  a  à  résister. 


F 


U 


,     y^P*p'^P 


1 


H 


U 


i 

1 

A 

Kvot 

u' 

p" 

V- 

B 

.. : 

N 

p^P^P'^f, 

V 

G 

F 

rig.  S4i 

1®  Volée.  —  La  volée  est  soumise  à  l'action  des  forces  suivantes  : 

le  poids  P  que  nous  supposons  appliqué  à  cette  pièce, 

le  poids  Pj 

les  réactions  II  et  H'  exercées  par  le  tirant, 

les  réactions  V  et  V  provenant  du  pivot. 

On  a  pour  Téquilibre 


(1) 
(2) 

(8) 


(P+H).a+i>.-^  =  H'.  ^ 
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2"  Tirants  [supposés  réduits  à  un  seul).  —  Le  tirant  est 
forces  suivantes: 

le  poids  j!>', 

les  réactions  H  et  H'  provenant  de  la  volée  et  égales,  mais  de  sens 
contraire,  à  celles  qu'exerce  la  volée  sur  le  tirant, 

les  réactions  U  et  U'  dues  au  pivot. 

Les  équations  d'équilibre  sont 

fO  v+p'  =  a 

iSi  U'  =  H* 

(6)  y.|+B'.A=H.  a 

3"  Pivot.  —  Le  pivot  a  à  résister  aux  efforts  suivants  : 

son  poids  p", 

la  réaction  verticale  P+p^-p'-^p"  de  la  crapaudine  appliquée 
en  G. 

le  couple  F.  d, 

les  réactions  U  et  U',  V  et  V  provenant  du  tirant  et  de  la  volée. 

Les  équations  {1)à  (6)  permettent  de  déterminer  les  6  inconnues 
H,  H',  U,  U',  V  et  V;  nous  connaissons  d'ailleurs  F,  U  en  résulte  que  les 
efforts  appliqués  à  chacune  des  pièces  sont  connus;  la  marche  à  suivre 
pour  le  calcul  de  leurs  dimensions  est  celle  qui  a  été  exposée  précé- 
demment. Le  tirant,  n'ayant  rien  à  craindre  de  la  flexion  puisqu'il  n'est 
soumis  à  aucune  force  de  compression,  se  calculera  simplement  comme 
une  tige  travaillant  à  la  traction  ;  quant  à  la  volée,  il  importe  essentiel- 
lement, comme  nous  l'avons  dit  à  plusieurs  reprises,  de  tenir  compte 
de  la  charge  provenant  du  fait  de  la  flexion.  En  ce  qui  concerne  le  pivot, 
on  se  trouve  dans  le  cas  d'une  pièce  soumise  à  des  efforts  longitudi- 
naux et  à  des  moments  fléchissants.  Tous  ces  problèmes  ont  été  traités 
précédemmenL 


g  167.  —  Antre  dispositif  de  grue  articulée. 

Nous  supposons  qu'il  y  a  articulation  aux  points  A,  B,  D  et  nous 
admettons  que  nous  connaissons,  au  moins  d'une  manière  approxima- 
tive, le  poids  de  chacune  des  pièces  (par  exemple  par  comparaison  avec 
un  engin  analogue).  Les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système 
sont: 
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le  poids  P  à  soulever, 

le  poids  p  de  la  Jambe  de  force  BD, 

le  poids  p'  de  la  volée  AK, 

le  poids  j>"  du  pivot  Gl, 

la  réaction  P-f-p-t-p'+p"  delà  crapaudine, 

le  couple  F.d  s'opposanl  au  renversement  de  la  grue. 


;/(' 


CoUie: 


-b- 

Volte 


?*P*f'*P" 


f'p^p.p 


Représentons  à  part  chaque  pièce  avec  les  diverses  forces  qui  lui 
sont  appliquées,  et  écrivons  leurs  équations  d'équilibre.  On  a  pour  b 
volée 


0) 
C2) 


U  +  p'  +  P  = 
U'.ff 


?+P.o=H.» 


\ 


On  a  pour  la  jambe  de  force 

(4)  B+p=V 

C5)  V  =.  H- 

(6)  H.i+j).|=H'.  i 

Ces  6  équations  dé  terminent  les  6  inconnues  U,  U',  V,  V,  H,  H'. 
Quant  à  la  valeur  de  F,  elle  est  donnée  par  la  relation 

F.  d=P.a+j)J+y.~ 


Nous  avons  donc  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  lorces 
auxquelles  chaque  pièce  est  soumise;  le  calcul  des  dimensions  à  adop- 
ter se  fera  d'après  les  mélliodes  que  nous  avons  exposées. 


-  ârues  non  artioulâes. 


Si  les  pièces  qui  composent  la  grue,  au  lieu  d'être  articulées  les  unes 
avec  les  autres,  sont  réunies  par  des  courbes,  des  équerres  ou  d'autres 
dispositifs  qui  rendent  leurs  angles  invariables,  il  faut,  pour  déterminer 
les  efforts  auxquels  chaque  pièce  doit  résister,  faire  entrer  en  jeu  les 
déformations  produitt^s.  Les  calculs  à  effectuer  deyiennent  alors  nota- 
blement plus  compliqués,  sans  que  le  mode  d'agencement  ainsi  adopté 
donne  lieu,  comme  nous  l'avons  dit  plusieurs  fois  à  propos  des  systèmes 
articulés,  à  aucune  économie  de  matière. 

Une  étude  très  intéressante  de  ce  genre,  relative  a  une  grue  de  forges 
de  20  tonnes,  a  été  insérée  dans  la  6'  livraison  de  l'année  18G7  du 
Mémorial  du  Génie  maritime.  Son  auteur,  M.  l'Ingénieur  de  la  Marine 
Fréville,  a  étudié  en  détail  l'influence  des  liaisons  s'opposant  à  l'invaria- 
bilité des  angles,  et,  par  une  discussion  claire  et  précise,  il  a  fait  voir 
qu'au  point  de  vue  des  efforts  statiques  il  y  a  avantage  à  avoîrrecours  â 
des  assemblages  articulés  ;  c'est,  comme  nous  l'avons  dit  bien  des  fois, 
la  conclusion  générale  à  laquelle  a  conduit  plus  tard  l'étude  d'ensemble 
des  systèmes  de  ce  genre  :  s'il  y  a  intérêt  à  rendre,  dans  la  mesure  du 
possible,  les  angles  invariables,  c'est  en  vue  des  vibrations  et  des  efforts 
de  dislocation  que  produisent  les  cbocs  et  qui  tendent  évidemment  à 
disjoindre  les  diverses  pièces  et  à  les  séparer  les  unes  des  autres. 


i 
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S  169.  —  Poutres  années.] 

Supposons  que  nous  ayons  une  poutre  droite  AB  posée  sur  deux 
appuis  de  niveau  et  soumise  à  des  charges  normales  quelconques  ; 
elle  va  prendre  une  forme  telle  que  ADB.  Pour  diminuer  la  fatigue 
qu'elle  éprouve  ou  pour  lui  permettre  de  porter  une  charge  plus  forte, 
on  munit  souvent  les  poutres  de  cette  espèce  d'une  contrefiche  D'E  à 
l'extrémité  de  laqueUe  aboutissent  deux  Urants  EA',  EB'  (*).  Grâce  à 
l'addition  de  ces  trois  pièces,  le  point  D  ne  peut  plus  s'abaisser  qu'en 


B 


forçant  les  deux  tirants  à  s'allonger  et  la  poutre  se  déforme  à  peu  près 
comme  on  le  voit  en  A'D'B*.  Pour  calculer  les  dimensions  à  donner  au 
système,  il  faudrait  préalablement  connaître  quel  est  l'abaissement 
vertical  subi  par  le  point  D  et  traiter  ensuite  la  pièce  A'B'  comme  une 
poutre  reposant  sur  trois  appuis  dont  les  différences  de  niveau  sont  con- 
nues. En  réalité  cet  abaissement  est  extrêmement  faible  et,  dans  la  pra- 
tique, on  peut  admettre  qu'il  doit  être  regardé  comme  nul  ;  le  problème 
revient  ainsi  à  celui  de  la  poutre  posée  sur  trois  appuis  de  niveau  et  il 
est  par  conséquent  facile  de  calculer  quelle  est,  dans  ces  conditions,  la 
réaction  verticale  F  exercée  parla  contrefiche  ED*.  Si  par  exemple,  nous 
nous  trouvons  dans  le  cas  d'une  charge  uniformément  répartie  à  raison 
de  p  kilogrammes  par  millimètre  courant  et  si  D'  est  situé  au  mih'eu  de 

A'B\  nous  avons  vu  (§  163)  que  F=  g^p.L  Q.  La  réaction  F  étant  con- 
nue, on  en  déduit  immédiatement  au  moyen  d'une  simple  décomposi* 
lion  de  forces  quelles  sont  les  tensions  V,  V  des  tirants  puisqu'il  y  a 
articulation  en  E.  Rien  n'est  plus  simple  alors  que  de  calculer  les 
dimensions  de  la  contrefiche  (pièce  chargée  debout),  des  deux  tirants 

Vl)  Ko«s  MpposMS  q«»  U  CQBtniche  mi  articula  M  IP  al  a^û  v 

^   Duo  c«(«»  aprassM»  L  inir%il>  m  cM  la 
ietÎTisÂ*D',D'ir. 


a  aitkiiIatiMi 
A'ir  dos  aeox  tnfte 


(liges  tendues)  el  de  la  pouire  AB  qui  est  soumise  aux  forces  exlé- 
rieures  connues  F,  V,  V  aux  réactions   verlicales  H  el  11'  des  deux 


Kg.  8*7 


points  d'appui  A  et  B  qu'il  est  facile  d'obtenir  et  enfin  aux  poids  ou 
autres  charges  directement  appliqués  à  cette  pièce. 

Comme  on  le  voit  par  ce  qui  précède,  la  contretîclie  remplit  l'office 
d'un  point  d'appui  supplémentaire  el  par  conséquent  elle  diminue  con- 
sidérablement la  valeur  des  moments  fléchissants  qui  agissent  sur  la 
poutre;  elle  donne  naissance,  il  est  vrai,  à  des  forces  de  compression 
énergiques  qui  s'cxercenl  aux  extrémités  de  celle-ci  ;  mais,  pour  résister 
à  ces  derniers  efforts,  des  dimensions  beaucoup  moindres  sont  néces- 
saires que  dans  le  cas  de  moments  de  flexion,  de  sorte  que,  tout 
compte  fait,  l'addition  d'armatures  permet  de  porter,  avec  une  quantité 
de  matière  donnée,  un  poids  beaucoup  plus  considérable  ;  tel  est  l'avan- 
tage qui  résulte  de  leur  emploi. 

Lorsque  la  charge  est  concentrée  en  un  point  unique  et  qu'on  a  soin 
de  faire  aboutir  ta  contrefiche  à  ce  dernier,  on  voit  facilement  que  la 
poutre  est  déchargée  de  tout  moment  fléchissant  et  a  simplement  à 
résister  à  des  efforts  longitudinaux  de  compression. 

Il  est  à  remarquer  que,  dans  le  calcul  des  poutres  armées,  nous 
admettons  que  le  point  d'articulation  D' de  la  contrefiche  (flg.  246}  reste 
constamment  situé  sur  la  droite  AB;  or  d  est  bien  clair  que,  si  cette 
condition  est  réalisée  avant  que  la  charge  ne  soit  appliquée,  elle  cesse 
de  l'être  dès  que  cettedernière  fait  sentir  son  action.  Pour  nous  trouver 
complètement  dans  les  conditions  admises  parla  théorie,  il  faudrait  évi- 
demment munir  les  tirants  de  ridoirs  permettant  de  raccourcir  ceux-ci 
à  volonté  et  par  suite  de  faire  monter  verlicalement  le  point  D' 
jusqu'à  ce  qu'il  se  trouve  sur  la  droite  AB  lorsque  la  poutre  est  en 
charge.  Cette  précaution  pourrait  être  prise,  mais  on  s'en  dispense 
généralement  dans  la  pratique;  on  se  contente  alors  de  bien  raidir  les 
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tirants  au  moment  de  la  construction  du  système  et  on  laisse  ensuite 
la  charge  produire  son  effet  sur  tout  l'ensemble.  Les  calculs  qui 
servent  à  déterminer  les  dimensions  des  poutres  armées  ne  doivent 
donc,  comme  on  le  voit,  être  considérés  que  comme  un  moyen  commode 
de  résoudre  d'une  manière  approchée  le  problème  proposé  ('). 

Si  les  deux  tirants  sont  munis  des  ridoirs  dont  nous  venons  de 
parler,  on  peut  évidemment,  en  agissant  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
augmenter  ou  diminuer  à  volonté  la  réaction  verticale  exercée  par  la 
contreGclie  et  l'on  comprend  facilement  que  de  faibles  variations  de 
longueur  modifieront  d'une  manière  très  appréciable  les  forces  en  jeu. 
Si  par  exemple  on  fait  descendre  le  point  D'  d'une  quantité  égale  à  la 
flèche  que  prendrait  la  poutre  abandonnée  à  elle-même  sous  l'action  des 
charges  qui  lui  sont  appUquées,  l'effet  des  tirants  et  de  la  contreSche 
deviendra  nul.  Dans  tous  les  cas  d'ailleurs,  quel  que  soit  le  serrage 
obtenu  avec  les  ridoirs,  il  y  aura  toujours  équilibre  autour  du  point  E 
entre  la  compression  de  la  contrefiche  et  la  tension  des  tirants,  puis- 
qu'il y  a,une  articulation  en  ce  point. 

Si,  pour  un  motif  quelconque,  la  contrefiche  n'est  pas  perpendicu- 
laire à  la  poutre,  le  problème  se  résoudra  aussi  simplement  :  le  point  D 
étant  en  effet  toujours  considéré  comme  un  nouveau  point  d'appui  fixe 
donnera  lieu  à  une  force  verticale?  qui  se  déterminera  par  le  théorème 


AB  et  si  la  charge  est  uniformément  répartie).  Comme  la  contrefiche  est 
supposée  articulée  en  D,  sa  tension  sera 
donc  égale  à  la  longueur  DK  déterminée 
par  l'horizontale  HK  menée  parlepoinlH. 
Dans  l'étude  qui  précède  nous  avons 
~^:^      supposé,  pour  plus  de  simplicité,  qu'il 
n'y  a  qu'une  seule  contrefiche.  S'il  en 
existe  plusieurs,  on  pourra  traiter  le  pro- 
blème de  la  même  façon  après  avoir  cal- 
"^  culé  les  réactions  de  ces  dernières  en 

^E'  **8  s'appuyant  sur  le  théorème  des  trois 

(1)  Ou  iiD  doit  d'sîllenni  pas  tordra  do  Tne  que,  dus  le  eu  de  cbargei  mobilei,  il  p«at  j  i^w' 
un  inUrèt  ifciMi  t  ca  que  lu  trais  poiali  A,  D,  B  cm  salant  pu  en  ligw  droits  qottid  ts  pita 
«t  en  chkrga.  Sapposans  ptr  eumpla  qa'il  s'tgisst  d'an  poids  naiqae  P  tintAt  m  place,  Uolil 
ntirf;  si  on  rtgle  Is  taoïiaa  des  tiranb  de  lalle  lorta  qoe  Is  compraMion  t  da  ii  coatrdcbs 
(flg.  146)  soi!  précisimeDi  égils  t  P,  I»  pontre  ne  san  soaniisa  i  ■aena  «ITort  de  Beiioo  ptr  Is 
tkit  de  Is  préseoM  da  piids  P  ;  msis ,  quand  ce  dernier  len  enterj,  elle  um  à  rfsisler  1  ss 
mooMnt  Aécbisssnt  t  pen  pria  jgal  I  ûlai  qu'il  s'agissait  d'ériter.  Ou  Toit  donc  bien  qna,  daai  " 
cas,  il  eoDTieadra  d'atoir  F  <  P,  e'asi-k-dira  de  faire  en  sorte  que,  loiu  l'sctiau  da  U  diarge  P,  Is 
point  D'  s'abtiasa  tris  l^itement  aa-dessoiis  de  I*  droite  IB. 
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moments  el  en  admellant  que  leurs  extrémités  supérieures  se  maintien- 
nent sur  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  d'appui  de  tout  le 
système.  Il  noua  parait  inutile,  après  toutes  les  explications  qui  précè- 
dent, de  nous  étendre  plua  longuement  sur  ce  sujet;  nous  allons  voir 
d'ailleurs  qu'il  existe  un  moyen  plus  simple  et  en  général  suffisamment 
exact  dans  la  pratique,  pour  traiter  le  problème  qui  nous  occupe. 


§  MO. 


-  Calcul  des  poutres  armées  en  les  considérant 
comme  des  systèmes  articulés. 


Considérons  une  poutre  rigide  AB  reposant  sur  deux  points  d'appui 
A  et  B  el  soumise  à  l'action  d'un  certain  nombre  de  forces  isolées  P,  P', 
P", ....;  imaginons  qu'au  point  d'application  de  chacune  d'elles  aboutisse 


Pig.îto 


une  contrefiche  munie  de  tirants  et  que  la  tension  de  ces  derniers  ait  été 
réglée  de  telle  façon  que  les  points  A,  B,  G,  H,  ....  soient  tous  en  ligne 
droite  quand  la  pièce  est  en  charge,  11  est  bien  clair  que,  dans  ces  con- 
cilions, les  moments  flécltissaDts  de  la  poutre  sont  nuls  en  tous  points 
et  par  conséquent  nous  pouvons,  pour  le  calcul  des  efforts  intérieurs, 
opérer  comme  si  le  système  était  entièrement  articulé. 

Si  les  forces  considérées,  au  lieu  d'être  isolées,  sont  réparties  sur 
toute  la  longueur  ou  bien  se  déplacent  (coimne  dans  le  cas  de  charges 
roulantes),  il  est  Iiors  de  doute  que,  théoriquement  du  moins,  on  se 
trouve  dans  un  cas  tout  différent  du  précédent;  mais,  pratiquement, 
si  le  nombre  des  conlrefiches  est  suffisamment  multiplié  (el  c'est  ce 
qui  a  lieu  le  plus  souvent),  les  moments  fléchissants  qui  se  développent 
d'une  contrefiche  à  l'autre  sont  faibles  et  il  se  trouve  même  que,  sans 
commettre  d'erreur  notable,  on  peut  généralement  les  considérer 
comme  négligeables.  Les  règles  données  pour  les  systèmes  articulés 


'..•-"-  ^     •**--*.  ••._.-*.  i    yr»-  iz^r  -.Iî*.   i  n  iî^'^mizatioii  des 


?    ;-  \.  r*  'ji  'It.r*  ••  ■:..:'•*':•  ir*  i-ir  la.  *:Lfni^iii^  r»is^  szLi'le  cette  ma- 
-  »-^»  t'  "^f*"^  r**:--::-":^  je  tî^  t  me  >  ïur^  vrxxï^  >:raz.t  one  charge 


^■' 


la  ci.îr^->  L:*-âI-?  ^.L  s^rî  con^efUrte  f  r:*ve:r?r::l  aux  points  A,  D,  B, 
c^  q^I  <!;:.:.•&  t  ^-U  -^-/^-L  et  -r  p.L.  La  coaipresslon  F  =  ^p,L  de  la 

c'/;i»r^:.'.:.e  éUiirJ  alr^ài  corir.ue,  il  ne  reste  plus  qu'à  la  décomposer  en 
E  ^ui*<frjt  la  'llreclloa  d^rs  tiraiiLs  p*jur  avoir  la  tension  T  de  ces  der- 
u>.r%;  h'^  efforts  inl^rieurs  qu'il  s'a^ssait  de  déterminer  sont  ainsi 
f'Ofiuu%.  (juHïii  k  la  poutre  AB,  elle  est  soumise,  d'après  cela,  à  raclion 

T  fU^n  tirants,  à  celle  3  p.L  de  la  contrefiche,  à  la  réaction  réelle-^  p.L 

/N;  ('Uhcuu  des  appuis  A  et  B,  et  enfin  à  la  charge  p.L  uniformément 
r^pitriUrf  hf  calcul  des  dimensions  à  lui  donner  rentre  dans  ce  qui  a  été 
vii  (Uiun  loH  chapitres  précédents. 


;;  171 .  —  Poutre  à  deux  oontrefloliea 


yiifuil  on  vcul  fniro  usage  de  deux  contrefiches,  on  emploie  quelque- 
fdiR  Im  pynlôiiio  rcproHonté  par  la  figure  â51.  Nous  supposons  que  les 
rhni'^pw  «i^nl.  (umct^nlrf^eSf  par  les  décompositions  de  forces  que  nous 
QVDtm  indUiiHM'H  (t)  IKd  ol  170),   aux  points  d*appui  A  et  B  et   aux 


points  d'arliculation  C  elD  des  conireficlies.  Appelons  P  et  P'  les  charges 
tiflives  qui  soûl  ainsi  aLtribuéea  aux  points  C  et  D  :  les  réacllons  des 
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points  d'appui  (dans  cette  hypothèse  de  la  concentration  des  forces)  se 
détermineront  de  suite  au  moyen  des  relations  : 

S'  X  AB  =  F  X  AD  +  P  X  AC 

8  +  8'  =  P  +  F 


Pour  obtenir  les  valeurs  des  tensions  Z,  U,  V,  coupons  la  poutre  par 
une  ligne  telle  que  mn\  nous  avons,  comme  dans  le  cas  général  des 
systèmes  articulés  (§  183),  les  trois  relations  suivantes  : 


Z  X  EC  +  F  X  CD=  8'  X  CB  (Moment  par  rapport  à  E) 

V  X  DG  =  S'  X  DB  (Moment  par  rapport  à  D) 

U  X  COB  «  =  P'  —  S'  (Projection  sur  DO) 

ce  qui  donne  de  suite  Z,  V,  U. 

Les  forces  X  et  Y  se  trouveront  de  suite  par  la  décomposition  de  S; 
on  obtiendra  de  même  X'  et  Y'-  Les  compressions  qui  s'exercent  sur  les 
contrefiches  se  détermineront  d'une  manière  analogue  par  des  compo- 
sitions de  forces  effectuées  autour  des  points  E  et  G  ;  comme  vérification, 
les  résultantes  obtenues  devront  être  dirigées  suivant  EC  et  GD. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  poutre  AB  est  comprimée  sur  toute  sa  lon- 
gueur ainsi  que  les  deux  contrefiches  ;  les  tirants  AE,  EG,  GB  sont  sou- 
mis à  des  efforts  d'extension.  Quant  à  la.  barre  DE,  elle  travaille  soit  à 
l'extension,  soit  à  la  compression  suivant  les  valeurs  des  forces  P  et  P' 
et  les  proportions  relatives  du  système  ;  il  y  a  avantage  à  cet  égard  à  se 
servir  soit  de  la  diagonale  DE,  soit  de  l'autre  CG  de  façon  à  avoir  une 
barre  tirée  et  non  pas  comprimée.  Quelques  constructeurs  font  usage 
de  ces  deux  diagonales  à  la  fois  de  façon  qu'il  y  en  ait  toujours  une  qui 
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travaille  par  extension  quelles  que  soient  les  forces  en  jeu  ;  mais,  si  on 
préfère  ne  pas  faire  usage  de  lignes  surabondantes,  on  n'en  prendra 

qu'une  en  la  disposant  de  telle  sorte 
qu'elle  puisse  résister  au  besoin  à 
la  compression. 

Autre  dispositif  de  pouire  à  demx 
cofUreflches.  —  Le  dispositif  de  la 
figure  2S2  donne  lieu  à  des  consi- 
dérations du  même  genre  et  le 
calcul  des  efforts  intérieurs  ne 
présente  pas  de  difficulté.  On  re- 
marquera seulement  que  les  pièces 
qui  travaillaient  par  traction  dans  le  cas  de  la  figure  251  sont  ici  sou- 
mises à  des  efforts  de  compression  et  inversement. 


rig.  252 


§  172.  —  Tablier  soutenu  par  des  tirants  multiples. 


Pour  soutenir  les  tabliers  de  certaines  passerelles  ou  de  ponts,  on  a 
plusieurs  fois  employé  le  dispositif  de  la  figure  253  qui  est  applicable  à 
d'autres  cas. 


Fig.  253 

La  réaction  verticale  F  exercée  par  le  support  central  K  est  égale  à  la 
somme  de  toutes  les  charges  ;  celles-ci  étant  d'ailleurs  supposées  con- 
centrées aux  points  d'articulation  des  tirants  avec  le  tablier  MN,  on 
pourrait  déterminer,  par  la  méthode  des  sections  (§  153),  les  efforts  qui 
sollicitent  les  diverses  barres,  mais  il  est  plus  simple  de  considérer  le 


L 
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système  comme  résultant  de  la  superposition  des  systèmes  articulés 
représentés  par  la  figure  554.  (Lhacun  d'eux  se  calculera  aisément  cl  la 
compression  exercée  sur  la  poutre  MN  s'obtiendra  de  proche  en  proche 
par  de  simples  additions.  On  remarquera  seulement  que,  pour  que  les 


choses  se  passent  pratiquement  comme  on  le  suppose  dans  le  calcul 
précédent,  le  réglage  des  tirants  qui  soutiennent  le  tablier  devra  être 
l'objet  d'une  attention  toute  spéciale,  sans  quoi  il  pourrait  se  produire 
des  moments  fléchissants  notables  aux  points  de  jonction  des  tirants 
avec  la  poutre  rigide  MN, 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes  sont  évidemment  appli- 
cables au  cas  d'un  tablier  placé  en  porte  à  faux  d'un  seulcûté  du  support 
fixe  K  ;  on  aurait  alors  à  considérer  la  superposition  de  plusieurs  sys- 
tèmes articulés  semblables  à  celui  du  support  grue  du  paragraphe  165. 


-  Poutre  armée  du  système  Bollmann. 


I^a  semelle  AB  est  divisée  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  sou- 
tenues par  des  contreflches  de  même  hauteur,  à  l'extrémité  inférieure 
desquelles  aboutissent  des  tirants  venant  tous  s'attacher  aux  extrémités 


A  et  B.  Supposons  que  la  poulre  soit  soumise  à  une  charge  de  p  kilo- 
grammes par  millimêlre  courant  ;  appelons  L  la  longueur  de  chacune  de 
ses  subdivisions  et  n  le  nombre  de  ces  dernières.  Les  réactions  vtTli- 
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cales  exercées  par  chacun  des  appuis  A  et  B  sont  égales  A-n.p,  L. 

Concentrons  mainlenanl  toutes  les  charges  aus  divers  points  de  sub- 
division; C,   D,  E, seront  ainsi    soumis  chacun  à  une  force  p.  L. 

Quant  aux  points  d'appui  A  et  B,  ils  recevront  chacun  de  ce  fait  ane 

\ 
charge  ^  p.  L,  de  sorte  que  la  réaction  totale  qui  leur  est  définilivement 

appliquée  est  égale  à 


Ceci  posé,  nous  pouvons  considérer  la  poutre  Bollmann  comme 
résultant  de  la  superposition  d'une  série  de  systèmes  articulés  chargés 
chacun  d'un  poids  p.  L,  et  par  conséquent  nous  obtenons  de  suite  les 


Fig,  85fl 

tensions  des  tirants  ainsi  que  les  efTorls  de  compression  appliqués  à  la 
poutre.  Le  calcul  de  celte  dernière  st?  fera,  comme  nous  l'avons  dit  bien 
des  fois,  en  tenant  compte  des  forces  dues  aux  conlrefiches  et  aux 
tirants  ainsi  que  des  moments  fléchissants  provenant  des  forces  réelles 


(1)  C'ast  du  nisle 
tppliquéai  an  A  et 


6  qu'on  Irouïn  diractomonl  an  feriTanl 
.  Bl  loscliargea  cDDceatr^t  appliqnjes  m 


B  équilibre  entra  les  hnta 
luliaasarainets  B,  O,  D, ... 


r 

ï  telles  qu'elles 


telles  qu'elles  sont  appliquées  a  la  poutre  (§  170),  sans  oublier,  bien 
entendu  ,  les  réactions  -^n.p.L  réellement  exercées  par  les  deux  points 
d'appui. 

Il  est  à  remarquer  qu'avec  le  disposilif  Bollmami  chaque  système 
d'armalure  travaille  indépendamment  des  autres  et  n'a  aucun  effort  à 
supporter  si  sîi  contreficlie  n'aboutit  pas  à  l'un  des  points  d'application 
des  forces  préalablement  concentrées  aux  points  de  subdivision.  En 
particulier,  dans  le  cas  d'une  charge  roulante  les  diverses  armatures 
entrent  successivement  en  travail  les  unes  à  la  suite  des  autres,  chacune 
d'elles  supportant  à  un  moment  donné  toute  la  charge,  puis  revenant 
au  repos.  C'est  là  évidemment  un  inconvénient  du  dispositif  que  nous 
venons  d'étudier. 


5  171.  —  Poutre  armée  du  système  Flnk. 

La  disposition  des  armatures  est  représentée  par  la  figure  257  :  on 
divise  la  semelle  AB  en  deux  parties  égales  au  point  C  et  on  lui  applique 
l'armature  formée  de  la  contreficlie  V.  C  et  des  tirants  AC,  BC.  (Chacune 
des  moitiés  est  elle-même  subdivisée  en  deux  autres  sur  lesquelles  on 


Flg.  !57 

opère  absolument  connue  sur  la  poutre  entière,  et  on  continue  de  la 
'même  façon  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  subdivisions  assez  courtes 
pour  que  les  moments  fléchissants  puissent  être  considérés  comme  très 
faibles. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  poids  uniformément  réparti  et,  comme 
précédemment  (§  173),  concentrons  les  charges  aux  points  d'aboutisse- 
ment des  contreflches  de  sorte  qu'en  chacun  de  ceux-ci  est  appliquée 
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une  furco  p.  L.  les  reartimis  tulalcs  des  points  d'appui  A  et  B  étaQt(f4!- 

leurs  5  {»  —  i)p-  L.  Si  l'on  ounsidérc  les  conlreficiies  de  l'iDdice  •  k 

plus  élevé  à  la  partie  supérieure  desquelles  n'aboulil  aucun  tirant''  .-.i 
voil  de  suite  qu'elles  sont  eiouniises  à  une  compression  p.  L  et  par  consé- 
quenl  on  obtient  immédiatenieni,  au  moyen  du  parallélogramme  des 
forces,  les  lensions  F  des  tirants  qui  y  aboutissent.  Passant  de  iâ  aux 
points  de  division  suivants  D.  E  d'indice  n  —  1.  on  voil  qu'ils  sont  soq- 
niis  d'ab'>rd  à  une  charge  extérieure  p.  L,  puis  à  une  charge  i  F.  sin  i 
provenant  des  tirants  qui  y  aboutissent  ;  comme  2F.sîn*=p.L,  il  en 
résulte  que  les  cynlrctîfhes  DD",  EE'  supportent  en  réalité  un  effuri 
îp.l.  el  on  en  déduit  immédiatement  les  lensions  des  tirants  qui  ci>n- 
courenl  en  D'  et  E".  En  passant  ensuite  aux  subdivisions  d'indice  n  — -■ 
on  trouve  de  même  que  les  contrefiches  correspondantes  C  C  sont  scu- 
mises  à  une  cliarjîe  ip.  L  el  ainsi  de  suite  de  sorte  que  les  calculs  s'a- 
chèvent sans  diflîcuHé. 

Les  tensions  des  tirants  qui  aboutissent  à  tous  les  points  de  divisiuu 
(sauf  les  extrêmes  A  el  B)  se  faisant  équilibre,  il  s'ensuit  que  la  compres- 
sion éprouvée  par  la  semelle  est  constante  sur  toute  sa  longueur. 

Si  l'on  a  affaire  à  une  ou  à  plusieurs  charges  isolées,  on  voit,  Bumoyen 
des  considérations  qui  précédent,  que,  si  le  poids  considéré  est  appUquc 
à  l'un  des  derniers  points  de  subdivision  d'indice  n,  son  influence  se 
fera  sentir  de  proche  en  proche,  en  s'affaiblissanl  de  plus  en  plus,  sur 
une  partie  seulement  des  contrefiches  et  des  tirants  d'indices  «—'■ 

q j.  ,.tc.  Si  le  point  d'apphcation  est  situé  sur  l'une  des  divisions  d'un 

indice  inférieur  à  n.  on  voil  également  que  l'efTel  de  la  charge  sera  nol 
pnur  les  pièces  qui  correspondent  aux  points  d'un  ordre  supérieur:  «- 
imrliculier,  quand  le  poids  mobile  se  trouvera  au  milieu  C  de  la  poulre- 
11  n'intéressera  que  la  conlrefiche  CJV  et  les  deux  tirants  AC,  BC'.Avf" 
le  dispositif  Fink,  une  charge  roulante  fera  donc  travailler  d'une  raauii'''' 
très  inégale  tes  armatures,  en  laissant  a  certains  moments  une  notyJ'lr 
partie  d'entre  elles  absolument  inactives. 


§  17;i.  —  Poutre  Warren  ou  à.  treillis  simple. 

La  poutre  Warren  est  Ibrinée  de  barres  formant  entre  ellvs  df  s  iriangn^ 
tous  égaux  juxtaposés,  dont  la  fonne  peut  daillems  éLiy  eombinéc  of 


(l)  Sot  I>  Bbmb  i57,  »  =  S  «  "»  ««t"*"""»  •"  '1'"»''»''  «»l  CB'.  «tf ,  H"  M  KT. 
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iliverses  manières.  La  même  étude  esl  applicable  à  tous  les  dispositifs 
lie  ce  genre  ;  prenons  par  exemple  celui  de  la  figure  258,  p  étant  la 
cliarge  uniformément  répartie  sur  la  semelle  inférieure,  et  n  le  nombre 
lies  divisions  de  celle  dernière.  Après  avoir  concenlré  les  poids  aux  arti- 
culations A,  C,  D,  E,  ....  S,  B,  on  voit  que  chacune  d'elles  est  soumise  à  une 


I).  p.L. 


Pour  trouver  les  forces  qui  sollicitent  les  barres,  nous  emploi 
méthode  des  -secliuiis.  Coupons  par  exemple  la  poutre  par  la  ligne  uv  et 
considérons  la  partie  de  droite  ;  nous  avons  trois  équations  d'équilibre 
pour  calculer  les  forces  X,  Y,  Z.  Si  l'on  appelle  M  et  M'  les  moments 
fléchissants  qui  correspondent  aux  sections  transversales  1  et  2,  Q  la 
valeur  constante  de  l'effort  tranchant  dans  l'intervalle  compris  enlre  ces 
sections  (*),  on  a,  en  prenant  deux  équations  du  moments  cl  une  de 
projeclioD. 

X.  A  =  M 


Y.  A  = 


M' 


On  déterminera  de  cette  fa(;on  les  valeurs  des  forces  qui  sollifitenl 
toutes  les  barres.  On  reconnaît  d'ailleurs  facilement,  à  cause  de  la  dispo- 
sition des  courbes  qui  représenlent  les  moments  fléchissants  et  les 
efforts  tranchants  d'une  poutre  reposant  sur  deux  appuis  (§  75),  que  X 
représente  toujours  une  tension  et  Y  une  compression  de  sorte  que  la 
semelle  inférieure  esl  partout  tirée  et  la  semelle  supérieure  partoutconi- 
ptimée  ;  ce  sont  elles  qui  résialenl  aux  moments  fléchissants.  Quant  aux 
barres  obhques,  ceUes  qui  vont  en  montant  do  droite  à  gauche  sont 
tirées  dans  la  moitié  gauche  de  la  poutre  et  comprimées  dans  la  moitié 
située  à  droite  ;  le  contraire  a  lieu  pour  les  barres  obliques  symétriques  ; 
comme  on  le  reconnail  facilement,  cette  inversion  du  phénomène  tient 
au  changement  de  signe  qu'éprouve  l'elTort  tranchant  au  milieu  de  la 


(!)  Cei  Talean  de  M,  H',Q  pourradi  soil  au  calcaJor  sépBréautnt  pour  lei  di*anM  9Mlioi 
leniles,  soit  itre  releié«s  sur  ua  tracd  géaéral  fait  pour  l'ensemble  de  l>  poulra. 
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poutre.  Ce  sont  ces  barres  obliques  qui  ont  pour  effet  de  résister  au^ 
efforts  tranchants. 

Si,  au  lieu  d'une  charge  uniformément  répartie,  on  a  un  ou  plusieurs 
poids  isolés  placés  à  quelques-uns  des  sommets,  on  traitera  le  problème 
d'une  façon  analogue.  La  courbe  représentative  des  moments  fléchissants 
montre  que  la  semelle  supérieure  travaille  toujours  à  la  compression  et 
t'aulre  à  l'extension  ;  le  point  où  la  valeur  de  l'effort  tranchant  s'annule 
fera  d'ailleurs  voir  en  quel  point  se  produit  le  renversement  du  mode  de 
travail  des  barres  ;  mais,  ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  que,  dans 
tous  les  cas,  un  poids  même  unique  fait  travailler  toutes  les  pièces,  ot- 
qui  n'a  pas  lieu  avec  les  dispositifs  Qollmann  et  Fink. 

Les  poutres  Warren  peuvent,  comme  nous  l'avons  dit,  avoir  leurs 
triangles  agencés  de  diverses  manières  ;  on  a  fait  par  exemple  quelque- 
fois usage  de  triangles  rectangles  établis  de  l'une  des  manière»  indiquées 
par  la  figure  !2.j9.  Une  étude  comparative  de  ces  divers  dispositifs  montre 


ï- 


ng.  Î59 


que  c'est  la  poutre  à  triangles  isocèles  (fig.  258)  qui,  dans  le  oas  d'une 
charge  uniformément  répartie,  est  la  plus  avantageuse  au  point  de  vue 
de  la  légèrelé('). 


§  176.  —  Poutres  à  treUUs  multiples. 

Ces  poutres  sont  composées  d'une  semelle  supérieure  et  d'une  semelle 
inférieure  réunies  par  de  nombreuses  barres  obliques  équidistantes, 
symétriquement  inclinées  sur  la  verticale  et  formant,  en  se  croisant,  un 
réseau  à  mailles  plus  ou  moins  serrées.  Les  assemblages  des  diverses 
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parties  les  unes  avec  les  aulres  sont  effectués  au  moyen  de  rivets  et 
fonslituent  un  tout  rigide  difficilement  assimilable  à  un  système  articulé, 
mais  que,  faute  de  mieux,  on  a  l'habitude  de  calculer  de  la  façon  sui- 
vante ('),  On  admet,  à  col  effet,  que,  si  on  coupe  la  poutre  par  un  plan 
vertical  quelconque  mn,  les  barres  rencontrées  ont  toutes  nièmefension 


Mmyj'x 

&.                                      a 

mm- 

Fig.seo 

les  unes  étant  tirées  et  les  autres  comprimées;  les  choses  se  passent 
dans  ce  cas-là  comme  si  l'on  décomposait  chacune  des  tiges  obliques 
du  système  Warren  en  plusieurs  autres  parallèles,  sans  que  cette  opé- 
ration cîiangp  le  mode  de'  répartition  des  îorcps;'  les  deux  semelles  se 
calculeront  donc  par  les  mêmes  formules  que  tout  à  l'heure,  ceUe  du 
haut  étant  comprimée  et  celle  du  bas  étendue.  Quant  aux  treillis,  si  on 
appelle  K  le  nombre  total  de  barres  rencontrées  par  le  plan  mn  et  Z  la 
tension  de  chacune  d'elles,  on  a 

K.  Z.  cos  a  =  Q 


Q  étant  l'effort  tranchant  qui  s'exerce  sur  la  section   transversale  mn. 
Un  en  déduit 


Il  se  présentera,  comme  précédemment,  la  même  inversion  du  modo  de 
travail  des  barres  au  point  oii  l'effort  tranchant  s'annule. 
Comparaison  d'une  poutre  à  treillis  multiple  avec  une  poutre  à  âme 


../.«.        »i  —•«,»-^  »Oi'nl  00  wlttaté  de  croire  qn*naî>air"  i  tt^i- 

V    ^      .»     ^  —  pif  -v  m*  an\\  une  âme  pleine  :  «i  :^»îût  ;  «f  'c 

'*   .•     I      •!   •  !"*■*■  Ti'os  lOkHis  le  monlrer.  Appet-io*  «  *•*-  -  ^ 

^.       a  M»^—    .-,       40V   J«  bMT«  du  IroiUis,  R  ta  rtarat  ?«:  tuiL- 

■..    ,  ..^  .^  nsv  •  man  aiiaûs«ible.  on  a 

a  K  =  z 

s   ■:c«s    -  .'v-    —1*^  ;ij  ■   tiA~:   9oe  tru^iie  longiludinalt'  fi  ^^  ^ 
p«  a  TV.  T-".-  ■    -r*--.-  .•  *;.-  -■i.i-r.-'  Sir»  lUM  longueur -^ — de  sort* -p 


V=K. 


:-^ 


K=.     K.  R.  ft>f  .~  R.  sin  S» 


Daas  k-  cas  ;f  v^^s  ît»^■f>t^;^-  p^>ur  k»  fei^-ivlê  «s^iS*.   ce  qui  doiffl? 
î  Q. ... 


v.l^ 


Sti)>[HiiKiiis  Biaîutoiiaiit  que  le  treillis  soit  remplacé  par  une  paroi  f\&!>^< 
•Ml  a.  en  atloplaiil  la  même  charge  R  par  millimètre  carré  et  en  appeUni 
U'  la  seclion  transversale  ^le  oelte  âme 

û'.K=Q 
d'où  pour  le  volume  V  correspondant  à  la  longueur  dl 


Donc,  même  dans  le  cas  Ip  plus  favorable,  le  treillis  pèse  deusfoispli'-' 
qu'uie  âme  pleine  (').  Pratiquement  cela  n'est  \Tai  que  si  l'épaisseiir n 
laquelle  on  se  trouve  conduit  pour  celle  dernière  n'est  pas  tro|)  faiW'' 
pour  être  admissible  à  cause  des  cliocs  acL'ideiilels,  de  la  rouille,  «if- 


.■■f 


Dans  les  ouvrais  d'art,  à  moins  que  la  légèreté  ne  soit  une  condition 
qui  domine  impérieusement  toutes  les  autres,  on  n'emploie  pas  les 
parois  pleines  à  cause  de  leur  aspect  peu  salisfaisaul  et  de  la  prise 
qu'elles  donnent  au  vent. 

Les  treillis  dont  nous  venons  do  parler  sont  le  plus  souvent  conslilués 
par  des  barres  plaies  rivées  les  unes  avec  les  autres  k  leurs  points 
d'intersection;  on  doit  veiller  avec  le  plus  grand  soin  à  ce  que  leur 
attache  avec  les  longerons  des  deux  semelles  présente  toute  la  solldilê 
nécessaire  {§  51)  et  on  leur  adjoint  en  outre,  aussi  bien  qu'avec  les  parois 
pleines,  des  montants  verticaux  qui  opèrent  une  cscellenle  liaison  des 
deux  semelles  et  s'opposent  au  flambement.  D'autres  fois,  les  barres 
obliques  sont  formées  par  des  cornières,  des  fers  à  T  ou  d'autres  pièces 
profilées  dont  la  rigidité  rend  inutiles  les  montants  ci-dessus  qui  sont 
alors  supprimés. 

l'outres  droites  de  divers  systèmes.  —  Outre  les  dispositifs  qui  font 
l'objet  de  ce  paragraphe  et  des  précédents,  il  en  existe  beaucoup  d'au- 
tres présentant  des  lignes  surabondantes  en  nombre  plus  ou  moins  con- 
sidérable. Comme  nous  l'avons  dit  à  bien  des  reprises,  leurs  diverses 
pièces  ne  peuvent  plus  se  calculer  d'une  manière  simple;  nous  nous 
bornerons,  à  leur  sujet,  à  renvoyer  aux  ouvrages  spéciaux  relatifs  à  ces 
matières. 


§  177.—  Henselgnements  divers  relatifs  aux  types 
de  poutres  droites,  qui  viennent  d'être  décrits. 


1.6  volume  de  matière  nécessaire  pour  résister  à  une  charge  donnée 
ne  diminue  pas  indéfiniment  à  mesure  que  la  hauteur  de  la  poutre  aug- 
mente ;  cela  lient  à  ce  que  le  volume  des  barres  obliques  formant  treillis 
a'accroit  avec  cette  hauteur.  En  pratique,  quand  le  nombre  des  subdi- 
visions de  la  poutre  est  un  peu  considérable,  il  y  a  avantage  â  adopter 

11  11 

une  hauteur  variant  du  s  au  j^  et,  en  général,  du  tt.  au  r^  de  la  portée. 

La  hauteur  ne  doit  pas  dépasser  une  fois  et  demie  environ  la  largeur, 

sans  quoi  la  stabilité  de  la  poutre  sur  ses  points  d'appui  ne  serait  pas 

suffisamment  assurée,  à  moins  qu'on  ne  fasse  usage  de  moyens  spéciaux. 

Dans  les  poutres  de  dispositifs  analogues  a  ceux  des  paragraphes  173, 

ijli  et  175,  il  y  a  intérêt  à  multiplier  les  subdivisions  jusqu'à  ce  que  les 

a  fléchissants  qui  se  produisent  sur  chacune  d'elles  puissent  être 
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négligés,  mais  il  convient  de  ne  pas  aller  au-delà  sous  peine  d'augmenter 
inutilement  le  poids  do  la  construction. 

Des  divers  systèmes  articulés  que  nous  avons  examinés,  le  plus  avan- 
tageux au  point  de  vue  dp  la  légèreté,  dès  qu'on  dépasse  deux  divisions, 
est  la  poutre  Warren  et,  parmi  les  divers  dispositifs  de  cette  dernière, 
c'est  celui  des  triangles  isocèles  qu'il  convient  d'adopter  au  moins  pour 
une  charge  routante  ou  uniformément  répartie. 

Les  supports  de  même  hauteur  que  les  portées  des  poutres  donnent 
en  général  la  solution  la  plus  économique;  celle  règle  fixe  d'une  manière 
approximative  le  nombre  des  supports  à  employer  pour  les  poutres  des 
ponts  métalliques. 

Sous  la  charge  d'épreuve,  les  poutres  droites  métalliques,  telles  qu'on 

les  construit  actuellement,  prennent  ordinairement  mie  flèche  maximum 

1  1 

de  jgjjg  a  5jyjjjj  de  l'ouverture. 

Il  convient  enfin  de  mentionner,  en  terminant,  que,  dans  tout  ce  qui 
précède,  nous  avons  supposé  que  les  réactions  des  points  d'appui  res- 
tent constamment  à  très  peu  près  verticales  et  que,  par  conséquent, 
des  dispositions  spéciales  doivent  être  prises  afin  de  permettre  la  varia- 
Uon  de  longueur  qu'éprouvent  forcément  les  grandes  poutres  métal- 
liques en  raison  des  changements  de  température. 


-  Poutres  de  hauteur  variable. 


On  fait  assez  souvent  usage  de  poutres  ayant  une  hauteur  variable, 
composées  d'éléments  semblables  à  ceux  des  poutres  de  hauteur  conslanle 


que  nous  venons  d'étudjif-  Elles  comprennent  deux  semelles  dont  lunt' 
au  moins  est  courbe  eU^HK^  réunies  par  UD'^'UBme  de  barres  formaiil 
treillis  eL^us  ou  ToMf   ^^Bmâernent  d>        ShÎi  codidk'  cela  se 
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présenle  dans  la  pratique,  les  semelles  sont  subdivisées  en  un  nombre 
de  parties  assez  grand  pour  que  l'ensemble  de  la  consiruclion  puisse 
être  traité  comme  un  système  arlit-ulé,  on  cak-ulora  Ips  dimensions  des 
diverses  parties  de  la  même  façon  que  pour  une  poutre  de  hauteur  inva- 
riable; en  principe  il  convient  d'ailleurs,  comme  précédemment,  d'éviter 
l'emploi  de  lignes  surabondantes.  S'il  s'agit  par  exemple  d'un  dispositif 
analo^'ueà  celui  de  la  figure  261,  on  pourra  couper  la  poutre  par  diverses 
lignes  telles  que  uv,  u'v'  et  on  calculera  ainsi  sans  difficulté  les  efforts 
intérieurs  cliercliés. 

L'un  des  systèmes  de  poutres  courbes  le  plus  employé  est  celui  qui 
est  désigné  sous  le  nom  de  bowslring  ;  il  est  caractérisé  par  la  présence 
d'une  semelle  courbe  qui  résiste  à  la  compression  et  d'une  semelle  droite 


faisant  l'effet  de  tirant  comme  on  lu  voil  dans  la  figure  202.  Il  doit  êlre 
toujours  bien  entendu  que  les  choses  sont  supposées  disposées  de  [elle 
façon  que  les  réactions  des  appuis  soient  verticales. 


S  179.  —Fermes. 


Une  ferme  se  compose  d'un  ensemble  de  pièces  en  bois  ou  en  métal 
formant  l'ossature  d'une  toiture  ;  elle  est  cssenlieUemenL  constituée  par 
deux  arfeaiefrtera  réunis  entre  eux  à  leur  partie  supérieure  et  reposant 
à  leur  autre  extrémilé  sur  les  deux  murs  ou  sur  les  colonnes  de  l'édifice 
à  couvrir.  Un  ou  plusieurs  tirants  aboutissant  ii  la  partie  inférieure  des 
arbalétriers  sont  destinés  â  contrebalancer  la  poussée  horizontale  pro- 
duite par  ces  derniers,  de  telle  sorle  que  les  murs  aient  simplement  a 
résister  à  des  efforts  verticaux  (c'est  là  une  condition  indispensable  a 
remplir,  sans  quoi  ceux-ci  seraient  renversés). 

Les  fermes  sont  disposées  par  plans  parallèles;  des  pannes  horizon- 
tale, perpendiculaires  aux  arbalétriers  reposent  sur  ces  derniers  et 


g  17» 


—  sw  — 


E  reçoivent  elles-mêmes  des  c/tevromt  parallèles  â  ceux-ci.  Deux  pibas 
I  bori^on laies,  \efallage  el  la  sablier'-,  supportent  rexlrémilé  des  clievrona. 
I  enfin  c'est  sur  ces  dernières  pièces  qu'on  applique  des  laites  U>gêres  sur 
f  lesquelles  siiiit  fixées  les  tuiles,  les  ardoises  ou  les  autres  matériaux  for- 
f  mantla  couverture. 

Ferme  timple  êans  conirtpche.  —  Examinons  d'abord  le  cas  d'une 
J  ferme  simple  non  munie  d'une  contrefiche;  AC  el  BC  sont  les  arbalé- 
î-ïriers:  AD  et  BD,  les  lirants,  enfin  CD  forme  ce  qu'on  appelle  le  poin- 
I  fon.  Le  poids  de  la  toiture  étant  supposé  uniromiément  réparti  le  Ion;? 
I  des  art»alè[riers  ii  raison  de  p  kilotrrammes  par  millimètre  courant.  li>s 


^t.. 


I  deux  appuis  exercent  chacun  une  réaction  p.  L;  d'autre  part  on  peut 
I  admettre  que  les  assemblages  des  diverses  pièces  entre  elles  ne  sont 
\  Busueptibles  de  donner  lieu  à  aucun  moment  el  par  suite  on  peut,  prali- 
Iquemenl.  considérer  celles-ci  comme  articulées.  Ceciposé,  considérons 
l'un  des  arbalétriers  à  part,  AC  par  exemple;  celui  de  droite  exerce  sur 
thii  une  action  F  qui,  ii  cause  de  la  symélrie,  est  forcément  horiiontale- 
|âi  on  néglige  le  poids  des  tirants,  ceux-ci  ne  donnent  lieu,  ainsi  que  le 
K|K)inçoni  qu'a  des  forces  \  el  Y  dirigées  suivant  leur  longueur  et  on  a 
Ppour  l'équilibre  de  la  pièce  AC  les  trois  équations  suivantes  (deus  ilc 
T  projection  el  une  de  moments  prise  par  rapport  au  point  A) 

/..  L  -1-  X.  sin  ?  =p.  L  -t-  y 
X.  cos  p  =  F 


Ces  relalions  délerminenl  X.  V  et  F-  Elles  s'appliquent  d'ailleurs  à 

1  l'arbalétrier ÉMÉMU^dB  sorte  qu'en  réunissant  les  deux  parties  delà 

1  loilura  iiod^^^^^^BtaU|g^àre  avec  les  forcesOidUpUicîlent-  On 

ainsi  ^^^^^^^^^^^^lilBUS  a  une  Is^^^^S.  tandis 

les  tiranU 


r 


m  ;^m,.!i'j»i 


t^<V 
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chaque  arbalétrier,  nous  connaissons  les  forces  qui  le  soUicilenl  et  nous 
savons  calculer  ses  dimensions  (§  118),  Comme  vérification  on  doit 
trouver  qu'il  y  a  équilibre  autour  du  point  D. 

Quelquefois  les  deux  tirants  AD,  HD  sont  réunis  en  un  seul  qui  est 
alors  horizontal;  le  poinçon  ne  supporte  plus  alors  aucune  traction.  On 
le  conserve  néanmoins  pour  diminuer  la  flèche  du  tirant,  mais  ses  dimen- 
sions sont  alors  très  réduites. 

Ferme  avec  arbalétriers  munis  d'une  contreflche.  —  Quand  les  arba- 
li'lriers  ont  une  longueur  un  peu 
grande,  on  les  soulit-nt  on  général 
dansleur  milieu  par  une  conlrefiche  ^ 

perpendiculaire  a  leur  direction, 
de  sorte  que  la  ferme  prend  alors 
l'aspect  indiqué  par  la  figure  264. 

Imaginons  d'abord  que  la  ferme 
ne  soit  pas  munie  de  contre- 
fiches  (fig.  265);  nous  retombons 
sur  le  cas  étudié  tout  à  l'heure  et 
nous  pouvons  par  suite  facilement 
calculer  tes  forces  X,  Y  et  K  dont  il  a  été  question  il  y  a  un  instant. 
Celte  première  opération  étant  cfTecluée,  ajoutons  les  deux  contrefiches 
DE,  I)K  et,  comme  dans  la  première  élude  rulalive  aux  poutres 
armées  {§  1C9),  admettons  que  ces  pièces  supplémentaires  fassent 
l'effet  de  points  d'appui  tîxes;  la  réaclion  normale  EH  exercée  parle 


Fig.  Pfli 


[ 


poinlE  doit  être  égale  à  jp.  L.  sin  a.  ce  qui  donne  de  suite,  en  menant 

HF  parallèle  à  AC,  la  valeur  ç  ^z  EF  de  la  compression  à  laquelle  est 
soumise  la  conlrefiche;  11  ne  reste  plus  alors  qu'à  décomposer  s.  en  deux 
composantes  ç^  et  ç,  dirigées  suivant  DA  el  DC,  et  l'on  voit  alors  que  la 
présence  des  contrefiches  DE,  DK  donne  lieu  aux  nouvelles  forces  inté- 
I  suivantes  qui  se  font  équilibre  autour  du  point  U  (fig.  26i)  : 


■  l'A- 

■  l'H. 


•^'■-'^îftn.'^iil   l'iÇL-^r^îe  -le  L-nles  les 


qn  .1 


ti^iit'li;  d'-Dut^rà  chacune 


';.  \y*>.      Femus  conaldérées  comme  étant  des  systèmes 
articulés. 

V.t\  jjiirliifil  'li'H  |i()iitn-s  apim'ïi'M  nous  avons  dit  que,  dans  la  pratique, 
on  jx'nt  [ircM'iiii!  loujutirH  les  traiter  comme  l'ianldes  syslèmes  arliculês 
{',',  ITlj;  |cM  fi'i-nn-N  av(^c  arlialtHriiTs  n'i-lanl,  en  définitive,  autre  chose 


Fis.  :ft« 

\\\w  di".  (HMili-.-s  iivm.'os.  I.i  \\w\w  s:mi>l:ti.':il:t*ii  »*sl  »'videmiii«>nl  pcnuise: 
««-.^i  ;\ii  iiiivlo  dt-  o:d.ii'.  iiui:.iiii'  d;ms  U-  j'iim.i.'rïiiihe  pm-Âlenl  c-n\ien!- 

alU'tis  ui c(i!! Il", •„»;■, I  ,■)*>-:•,•  î>'.\'!:!-s;   \\  s  ■        ''.\'  :!.'.aî'i'a3o:;(  W  c-it-ids. 
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donner  quelques  exemples.  Nous  ferons  1-emarquer  d'aiUeurs  que  nous 
supposons  toujours  que  les  réactions  exercées  par  les  deux  appuis  sonl 
verticales  et  par  siiile  que  la  Statique  donne  immédiatement  leurs  valeurs. 
Dans  le  dispositif  représenté  par  la  figure  266,  supposons  la  charge 
uniformément  répartie  à  raison  de  ^îkilo^rammesparmillimètre  courant 
des  arbaiélriers  et,  comme  d'habitude,  concenLrons-ln  aux  articulations, 

ce  qui  nous  donne  ^  p.  L  et  7  p.  L  pour  les  forces  respectivement  appU- 

quées  aux  points  G,  11,  C,  A  et  B  (y  compris   les   rendions  des  poinis 

d'appui),  comme  l'indique  la  figure.  Cecifail,  l'ien  n'est  plus  simple  que 

de  calculer  louLes  les  forces  intérieures:  1  cl  i  s'obtiennent  en  décom- 

3 
posant  rp.h  suivant  la  règle  du  paralleloi^ramnie  des  forces.  En  coupant 

ensuite  la  figure  par  la  ligne  uv,  on  détermine  les  effoi'ts  3,  4,  5  ;  enfin 
une  section  opérée  suivant  qr  donne,  en  prenant  les  moments  par  rap- 
port àC,  la  compression  6  de  la  conlrefiche  GD  puisque  les  directions 
de  toutes  les  autres  forces  intérieures  concourent  en  ce  point.  Comme 
vérification  on  doit  trouver  qu'il  y  a  équilibre  autour  de  D. 

Pour  les  arbalétriers  de  grande  portéi^  on  fait  souvent  usage  de 
contrefiches  plus  nombreuses,  comme  l'indique  la  figure  3G7.  On  peut 
traiter  ce  système  par  la  même  méthodes  que  la  poutre  Fink  (§  17-t); 
mais,  plusieurs   des  armatures  ayant  des  côtés  communs,  il  est  plus 


Fig.I67 

simple  d'opérer  par  la  méthode  des  sections  ;  ces  deniièrea  pourront  d'ail- 
leurs être  choisies  de  plusieurs  Façons,  par  exemple  decelle  qui  est  indi- 
quée sur  la  figure  267.  On  remarquera  que  plusieurs  d'entre  elles  ren- 
contrent les  mêmes  lignes,  aussi  aura-t-on  soin  de  se  borner  à  calculer 
une  fois  seulement  chacune  d'elles,  ce  qui  est  facile  puisqu'au  moyen 
d'un  choix  convenable  du  centre  des  moments  chaque  équation  ne  con- 
tient qu'une  inconnue.  La  section  nn'  coupe  quatre  barres,  mais  la  ten- 
sion de  l'une  d'elles  au  moins  étant  déjà  connue,  le  calcul  s'effectuera 


CHAPITRE    XIII 


FLEXION  PLANE 
DES    PIÈGES    COURBES 


FLEXION   PLANE 
DES   PIÈCES   COURBES 


§  181.  —  Définition  des  pièces  courbes  étudiées. 


Nous  allons  maintenanl  nous  occuper  de  la  flexion  des  solides  rem- 
plissant les  conditions  suivantes:  IIK  étant  une  courbe  plane,  toutes  les 
sections  faites  dans  In  pièce  par  des  plans  mn  normaux  à  HK  ont  leur 
centre  de  gravité  situé  surHK  etrintersectioiiduplansécantavec  le  plan 
de  la  courbe  est  un  axe  de  symétrie  de  la  swtion  ou  un  axe  principal 
d'inertie  ;  les  hauteurs  des  diverses  seclioiis  transversales  du  solide  sont 


d'ailleurs  supposées  faibles  relativement  aux  rayons  de  courbure  de  la 
/ibre  moyenne  IIK  en  ses  divers  points  (');  enfin  nous  admettons  que 
toutes  les  forces  extérieures  appliquées  au  corps  sont  contenues  dans 
ie  plan  de  symétrie  et  que  leurs  valeurs  ne  sont  pas  assez  fortes  pour 
altérer  l'élasticité  en  aucun  point  ('). 

Les  pièces  employées  dans  les  constructions  satisfont  presque  tou- 
jours à  ces  conditions  ;  ce  sont  les  seules  dont  nous  nous  occuperons. 


Oj  t^  eu  où  cattc  EODdilion  n'Mt  pas  remplie  lere  MamiDJ  plmlard  (g  190). 
(%)  fjnaea  on  le  loit,  cet  condïtlons  sont  (sauf  Is  courbure  de  HK)   1m  mbiiM  qae  dsIIm  qui 
U  tdoiaet  iiour  lu  pi&ces  droites  |§  iî).  Il  est  biaa  eldir  que,  loraqn'allM  Mot  ranpliat,  la 
S  Ktte  plua  sprti  la  dâformalion. 

26 


_^  _  V  _rn7.:=*  connues  les  forces  extérienres  appliquées 
-  .  -  ^Lzzrj  '.is  réactions  des  points  d'appui. 


j--^-7tjgs  d  équilibre  d'une  pièce  courbe. 

_  -  •  .;-ce  (lOlinie  comme  nous  venons  de  l'indiquer. 

.-.  ;^i:is  ces  oontlilions,  une  section  priniilivemciit 
-.:i::iie  dans  le  cas  des  solides  droits,  èlre  con- 
,^      ^N^ii.lenient  plane  et  normale  après  la  déforma- 
.    .-~t'  -f-ii  va  servir  de  base  à  nos  calculs. 


Fig,  270 

qu'afTecle  la  fibre  moyenne  HK,  U'V*  la 

ition  normale  LIV,  f  et  9'  les  angles  faits 

ion  fixe  (la  viTticale  par  exemple),  p  el  0' 

K"  aux  poiiils  D  et  D',  tfa'  la  nouvelle 

'/.*  çui'  la  fibre  moyenne  en  I>. 


§  182  —  4M  - 

Or  nous  avons  admis,  comme  élant  suflisammenl  conforme  k  la  réalilè, 
que  les  dimensions  transversales  de  la  piét-e  sont  faibles  relalivemenl  à 

son  rayon  de  courbure  ;  on  peut  négliger  -  en  présence  de  l'unité  et 

écrire 

Si  donc,  comme  nous  l'avons  supposé  pour  les  pièces  droites  (5  43). 
i'effopl  de  tension  ou  de  compression  /  qui  correspond  à  rallongement  ou 
au  raccourcissement  de  la  fibre  de  section  dw  est  le  même  que  si  celte 
dernière  était  Isolée  des  autres,  on  a 


(=E.  l.  d<^=  E.  l.d«.  +  E(l-i-  0 


l      1\ 


«.  dw 


Ceci  posé,  considérons  le  solide  comme  séparé  en  deux  parties  par  le 
plan  (J'V  et  écrivons  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  intérieures 
développées  par  le  Ironijon  degauclie  et  les  forces  extérieures  appliquées 
au  tronçon  de  droite.  Projetons  d'abord  toutes  les  forces  sur  la  tangente  à 
la  fibre  moyenne  D'p  et  appelons  T  la  somme  des  projections  surD'ptles 
forces  extérieures  agissant  sur  le  tronçon  de  droite,  ou,  comme  on  le 
dit  souvent,  Vefforl  langentîel  appliqué  à'ia  section  considérée;  nous 
avons 

T  =  E.  /.  û  +  E(l  +Z)fi— iW;.  rfa, 

Û  étant  la  surface  de  la  section  normale  UV.  Op  on  afe.  d<ù=:o  puisque, 
par  hypothèse,  le  point  D  est  le  centre  de  la  section  ;  donc,  en  définitive. 


(1) 


=  E.  (.  U 


équation  qui  donne  la  valeur  de  f,  c'est-à-dire  l'allongement  par  Œ'U'' 
mètre  courant  de  la  fibre  moyenne  au  point  considéré,  puisque  toutes 
les  forces  extérieures  appliquées  au  solide  déformé  (y  compris  les  réac- 
tions des  points  d'appui)  sont  supposées  connues. 

Passons  maintenant  à  l'équation  des  moments.  En  appelant  .M  le  mo- 
ment des  forces  extérieures  du  tronçon  de  droite  par  rapport  au  point  D 
de  la  fibre  moyenne,  on  a 
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OrTe.  dM  =  o;  d'autre  part  Te*,  d»  est  le  moment  d'inertie  I  de  la 
sfclion  normale  UVpar  rapport  à  la  perpendiculaire  au  plan  de  symé- 
trie menée  par  le  centre  de  gravité  D  de  celte  section;  on  a  donc 

W  M  =  E.  I(l  +  ')(7--) 

relation  qui  permet  de  calculer  p'  (la  forme  et  les  dimensions  de  la  pièce 
étant  connues  ainsi  que  M),  et  par  suite  de  déterminer  le  nouveau  con- 
tour H'K'  de  la  fibre  moyenne  puisque  d'autre  part  l'équation  (1)  donne 
rallongement  par  millimètre  courant  de  celle-ci  ('). 


§  183.  —  Effort  tranchant, 

Comme  dans  le  cas  des  pièces  droites  {§  45),  il  nous  reste  encore  une 
équation  d'équilibre  à  écrire,  celle  qui  est  relative  à  la  projection  des 
forces  extérieures  sur  la  section  nonnale  UV;  cette  projection  donne  la 
valeur  de  l'effort  tranchant  Q  appliqué  à  la  section  en  question. 


Fig.!Tî 


Par  un  raisonnement  absolument  identique  à  celui  du  paragraphe  i5. 
on  démontrerait  que,  si  l'on  appelle  ds  la  longueur  d'un  arc  intînimeni 
pelit  près  la  ligne  des  fibres  moyennes  IIK,  on  a,  dans  les  mêmes  con- 
ditions (5  46)  (•) 

(l>  ComniB  an  l«  Toitd'apris  rfquBtion  (2),  l'exitlsare   lia  iRaniBnt  (IfthiiMut  est   intinement 

]>H  iv«  cslla  du  larmo  -; ou,  rn  d'autres  lennM  atoc   la   variation  do   la  eourbura.    On 

f         F 
nniirquert  en  outn  qua  H  cit  positif  ou   iiégitif  «DiraDt   qus  ce   nomanl   tend    i,   sugmenler 
ou  à  diminuer  l«  courbure  de  lu  pièce  au  point  considéM  ;  c'eit  la  miam  cho&e  f|u«  pour  toi  pitees 
droites  (g  46).  Quant  à  T,  une  taleur  posilive  corraipoad  ï  un  allongement ,  une  laleur  oâgatite  h 


{%)  En  pvticaliar  od  ne  doit  pas  perdre  do  rue  que  les  Torce*,  qui  sont  obliques  9>  la  dlreclioa 
da  It  flbre  oflptme,  doiTaal  tTOir  lanr  point  d'ipplidlian  situé  sur  ctlle  fibre. 


s  iw 


—  *»  — 


\ 


c'e5l-â-djre  qae.  si  on  constrtiil  une  «>iirt>e  ayant  pour  ordonnées  les 
momefitf  Bêrbissants  el  pour  ftb^^isses  tes  longueurs  de  la  courbe  KK 
<lcveIvp[K«.  la  taii^nte  donnera  U  valeur  de  refforl  tranchant.  Aux 
points  oâ  Q  ^  o.  M  est  maximum  ou  minimnni. 

Ed  ce  qui  concenie  la  répartition  de  ce  derrùer  dans  l'intérieur  de 
chaque  section  transversale  considérée,  des  considérations  semblables 
â  celles  qui  ont  été  développées  pour  les  pièces  droites  sont  encore 
applicables  el  Q  nous  panit  inutile  dlnsister  dataotage  sur  ce  sujeL 


nst.  —  Condition  de  phis  srande  (diarge. 


LeDfon  que  supporte  une  fibre  quelconque  de  section  d»  est  (§  18à) 

I  =  E.  /.  rf-  +  E  (1  -r  0  (p  —  |W-  <*- 
ee  qui  peut  s'écrire 

i  =  E.  ;.rf«  +  ^.  th. 

Si  donc  R  est  la  charge  par  millimèlre  carré  de  celte  fibre. 


I 


I 


Comme  dans  le  cas  des  pièces  droites  ($  43).  le  maximum  de  R.  pour 
une  section  transversale  donnée,  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de  e, 
c'est-à-dire  pour  le  point  le  plus  éloigné  de  la  fibre  moyenne  (au-dessus 
ou  au-dessous  suivant  qu'on  considère  les  fibres  allongées  ou  compri- 
mées). En  appelante  la  distance  maximum  en  question  comptée  d'un 
bord  ou  de  l'autre  suivant  le  cas,  on  a  donc 


Q-^  -r 

relation  qui  donne  la  tension  ou  la  compression  de  la  fibre  la  plus  char- 
^^.^  gée;  c'est  la  même  que  pour  les  poutres  droites  soumises  à  des  forces 

obliques  (g  IdU), 

Goi— Bï  j)our  les  pièces  droites,  la  formule  ci-dessus  ne  tient  pas 
«y    ^,        '^elfefl  tranchant  qui,  daw  certains  cas,  ne  saurait  sans 


-407- 


§186 


inconvénient  être  laissé  de  côté.  Les  considérations'  dans  lesquelles  il 
convient  d'entrer  à  cet  égard  sont  identiques  à  celles  qui  ont  été  lon- 
guement développées  pour  les  solides  droits  el  elles  conduisent  aux 
mêmes  règles  pratiques  que  celles  qui  on  t  été  formulées  au  paragraphe  SO; 
il  nous  parait  inutile  de  les  reproduire. 


§  185.  —  Remarque  relative  aux  forces  extérieures 
agissant  sur  les  solides  courbas  et  à  leurs  bras 
de  levier. 

Dans  l'étude  qui  nous  occupe  il  doit  être  convenu,  comme  toujours  (§2), 
que  les  valeurs  des  forces  extérieures  el  de  leurs  bras  de  levier  sont 
celles  qui  correspondent  à  la  pièce  déformée.  Pour  les  solides  courbes 
cette  remarque  a  une  importance  capitale;  car,  dans  la  plupart  des  cas, 
les  réactions  des  points  d'appui  dopendent  esi^entiellement  des  défor- 
mations en  question  (§  191).  Quant  aux  bras  de  levier  des  forces,  il  se 
trouve  que,  dans  la  généralité  des  pièces  employées  dans  les  construc- 
tions, ils  n'éprouvent  que  des  variations  relatives  insignifiantes;  dans 
ce  cas,  mais  dans  ce  cas  seulement,  il  est  légitime  de  les  relever  sur  le 
solide  pris  dans  son  état  naturel. 


S  186.  —  Position  de  la  fibre  neutre  on  invariable. 


Considérons  une  section  normiile   quelconque  UV  et  cherchons  sur 
celte  dernière  le  point  Squi  nesubilni  allongement  ni  raccourcissement 


d'autres  termes,  celui  par  k-quol  passe  la  ligne  des  fibres  neutres. 
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Pour  calculer  la  pusilion  de  S,  il  sufSt  «^idemment  de  faire  )k  —  o  daas 
l'équation  (§  Ui) 

ce  qui  donne,  en  posant  *S  =  d 

(  +  J.(l+;,  ('!)  =  „ 


1 


Or 


M.  rf  _ 


T.  I 


relation  qui  donne  la  valeur  de  d  pl  permet  par  conséquent  de  tracer  par 
points  la  fibre  neutre.  C'est  la  méiuf  formule  que  pour  les  pièces  droites 
fléchies  et  tirées  (5  120).  Comme  on  le  remarquera,  le  point  S  peut  évi- 
demment se  trouver  situé  en  dehors  de  la  section  UV.  au-delà  du  point  V. 


S 187.  —  Tracé  de  la  fibre  moyenne  déformée. 

Soit  ABCD  la  pièce  courbe  considérée  et  HK  sa  fibre  moyenne  avant 
déformation;  partageons  IIK  en  un  certain  nombre  de  parties,  égaies 


Fig.  2U 

par  exemple,  ce  qui  nous  donne  les  points  dedivision  )«,  «,  p,  q,...,  et. 


■  Ë^-p)''' 


j     .1  «     .        I 


Cet  angle  peut  donc  se  calculer  facilement,  ce  qui  permcl  de  tracer  à 

la  suite  les  uns  des  autres  les  différents  éléments  de  la  fibre  moyenne 

déformée  puisque  d'autre  part  leurs  longueurs  ds'  sont  connues;  c'est 

le  même  procédé  que  pour  les  pièces  droites  (^.  58).  Si  f  est  suffisamnietil 

T  M 

grand,  le  terme  p-g —  pourra  d'ailleurs  être  négligé  en  présence  de  p—. 

ce  qui  simplifiera  les  choses. 


$  188.  —  Variation  des  coordonnées  des  différents  points 
de  la  fibre  moyenne. 


11  est  souvent  utile  d'avoir  l'expression  algébrique  des  déplacements 
éprouvés  par  les  divers  points  de  la  fibre  moyenne  {');  c'est  de  celle 
détermination  dont  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 

Soit  HK  la  fibre  moyenne  non  déformée  dont  l'équation  est  donnéu  en 
coordonnées  rectangulaires;  proposons-nous  de  calculer  la  variation  que 
subit,  par  suite  de  la  défonnation,  chacune  des  coordonnées  d'un  point 
quelconque  B  de  HK  ('). 

Prenons  sur  la  tibre  un  point  quelconque  A  comme  origine;  ce  sera 
par  exemple  un  point  d'appui,  un  point  d'encastrement,  ou  tout  autre 
choisi  comme  on  voudra.  Appelons  A^^o*  Ay,  les  changements  que  la 
déformation  fait  éprouver  â  ses  coordonnées,  et  a,  l'angle  dont  s'incline 
la  normale  AA'.  Les  coordonnées  du  point  B  varient  pour  deux  raisons  ; 

1°  parce  que  le  point  A  pris  pour  origine  se  déplace  en  même  temps 
que  la  normale  AA'  change  d'orientation  ; 

(Ij  Comme  oa  le  remirquer»  l'»Dgle  dx  dont  un  élément  n'p'  s'inclini)  p«r  rapport  i  sa  direc- 
tion primitive  est  jgïl  i  df'  —  df,  da  Mrle  que 


i/ct  = 


M 


]ds 


E.  U. 

(!)  Qutnd  le>  réacLoni  des  points  irappui  ne  peureul  pas  se  détsroiiaer  par  la  Statique  seuls, 
el  c'ait  li  M  qui  arrive  le  plus  soureal,  oa  a  recours  û  ccâetpreasions  pour  obtenir  des  «que IÎodï 
nuceptiblei  de  [ournir  tes  raie ars  des  recelions  en  question  iH^I'. 

(3)  Dins  les  farmntesqui  vont  suivre,  T  et  M  daivent  âtre  considitrés  comme  positib  quand  ils 
sont  dirigi^  l'un  dans  le  sens  des  j.-  posiliEi,  l'autie  dans  le  irns  de  la  relation  qui  vt  de  Oj- 
*w»  Ov;  dans  1.'  ca,  confrairo  ils  seront  négatifs.  C'est  un  point  qui  ne  doit  pas  Sire  perdu  de  tue 
et  dont  op   troateri   un  exemple  au   paiigr^phe   lai  i  propos   de   lu  déroraiatioo  d'un   ;inncau 


r^^I^'  §188 

2*  parce  que  l'arc  AB  se  déforme. 

Etudions  séparémeni  chacun  de  ces  effets. 

Les  variations  ^x„,   Ay,  se  font  senlir  telles  quelles  sur  le  point  H; 


■jfXB    i'-''.y») 


occupons-nous  donc  de  l'effet  produit  par  la  rotation  «„  de  la  normale  AA'- 
En  vertu  de  cette  rotation,  Bdécrit  unarc  de  cercle  BC,  et  les  variations 
éprouvées  de  ce  fait  par  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  ce  point  sont 

—  B6  =  — BC  X  3in?=— AB  X  «0  X  ain  ? 

=  —  ^  X  «0  X  sin  f  —  og  (î/,  —  3/„) 
60  =  BR  X  C08  T  =  AB  X  «u  X  coa  <p 

=  ^^^X.„Xcoa,  =  ^C-.--.„) 

La  variation  des  eooi'données  de  B  due  au  premier  effet  ci-dessus  est 
donc 

A  a:,,  —  afl  (y,  —y^) 
A  yo  +  "o  (*i  —  ao) 

Calculons  en  second  lieu  les  changements  provenant  de  la  déformation 

de  l'arc  AB;  S  étant  un  point  quelconque  de  ce  dernier,  à  partir  duquel 

T 
nous  portons  une  longueur  ds,  l'allongement  rr-rj-  ds  de  cet  arc  a  pour 

projections 


r 


Oa  a  vu  d'auLre  part  (§  187)  que 


de  sorte  que  en  définitiv 

(1)  ia:,  =  ia:,,  —  %  (i/,  —  y, 


m  i.'/. 


A  A 


Les  équations  (1)  et  (2)  résolvent  le  problème  qui  nous  occupe;  il  y  a 
lieu  seuieiuenl  de  calculei'  les  diverses  înté^Talos  qu'elles  renferment, 
ce  qui  est  possible  (analyliquenieul  ou  gi-aphiquenient)  puisqu'elles  ne 
renferment  que  des  quantités  connues,  les  dimensions  et  la  fonue  do  la 
pièce  étani  données  ainsi  que  les  forces  extérieures  appliquées  au 
solide,  y  compris  les  réactions  dfs  poinls  d'appui.  Quant  aux  quantités 
^*.'  ^tfo  ^'  ".  cl'*'^  resultent,  elles  aussi,  dfs  données  mêmes  du  pro- 
blème qu'on  se  propose  de  résoudre;  si  par  exemple  l'appui  A  consti- 
tue un  encastrement,  on  a  évidemment  Ajr„=o,  Ay,^^o  et  ao=:o. 

Remarquons  en  terminant  que  le  changement  total  d'inclinaison  «, 
éprouvé  par  la  fibre  moyenne  à  son  extrémité  U  esl  duiiité  par  la  rela- 
tion 


^  189.  —  Applications  relatives  é.  divers  cas  où  les  forces 
extérieures,  y  compris  les  réactions  des  points  d'appui, 
sont  connues. 


Quand  la  pièro  courbe  est  fixée  par  l'une  de  ses  extrémités  seuieinent. 

de  sorte  que  l'autre  se  trouve  libre,  les  calculs  à  effectuer  pour  vérifier 

si  le  solide  présente  la  résistance  voulue  n'offrent  pas  de  diftîcullés. 

Soit  par  exemple  une  potence  encastrée  en  A  et 

jn  B  supportant  en  B  un  poids  P;  si  l'on  fait  en  un 

"r'/'^^^^n         P"i"t  quelconque  C  une  section  normale  mn,  on 

,     i  connaît  toutes  les  forces  extérieures  appliquées 

^V-,  k  la  partie  CB,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  poinld'appui 

■-''---       situé  à  droite  de  mn.  On  voit  donc  de  suite  qu'on 

a  en   C  une    force    de    compression   T   égale  à 

I'.  cosoi  et  que  la  plus  grande  charge  de  la  sec- 

^~  lion  mn  est  donnée  par  la  formule  (%  184) 


R  : 


g  ,  P  X  CD  X  » 

-+ 1 


C'est  dans  la  région  qui  travaille  à  la  compression  que  se  produira 
cette  charge  maximum.  Dans  la  partie  où  les  fibres  sont  sollicitées  à  la 
traction,  on  a  évidemment 


Enfin  il  pourra  être  nécessaire,  dans  certains  cas,  de  tenir  compte 

de  l'effort  tranchant  P.sinz  (§  184);  si,  par  exemple,  la  potence  est  com- 
posée de  deux  semelles  et  d'une  âme  mince,  cette  dernière  sera  consi- 
dérée comme  résistant  seule  à  l'effort  en  question. 

Lorsqu'au  lieu  d'une  force  unique  P,  on  en  a  plusieurs,  le  mode  d'opérer 
est  le  même. 

Le  cas  d'un  croc,  encastré  dans  un  mur  par  exemple,  se  traitera 
d'une  manière  absolument  semblable;  il  en  sera  encore  de  même  si  Ion 
a  affaire  à  un  anneau,  circulaire  ou  non,  ouvert  en  l'un  de  ses  points  d 
encastré  ou  suspendu;  chacune  des  deux  parties  situées  à  droite  ou  à 
gauche  du  point  de  fixation  sera  alors  assimilée  au  croc  ou  à  la  potence 
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dont  nous  venons  de  parler.  Dans  ces  divers  problèmes  on  aura  seule- 
ment bien  soin  de  ne  pas  perdre  de  vue  que  les  formules  précédeni- 
ment  élriblies  supposent  que  la  hauteur  dos  pièces  considérées  est 
faible  relativement  à  leur  rayon  de  courbure  {').  Il  doit  en  outre  être 
bien  entendu  que,  quand  le  bras  de  levier  des  forces  de  flexion  devient 
lui-même  très  petit  comparativement  à  cette  hauteur,  les  phénomènes 
changent  de  nature  et  sont  alors  plutAt  du  domaine  du  glissement  que 
de  la  flexion,  comme  nous  l'avons  expliqué 
au  paragraphe  50  en  donnant  les  règles 
pratiques  à  suivre. 

Un  autre  cas  remarquable  où  le  calcul 
des  pièces  courbes  s'effectue  d'une  manière 
relativement  simple  est  celui  d'un  solide 
courbe  muni  de  trois  articulations,  A,  B,  C 
par  exemple;  nous  avons  vu  en  effet  (§  157) 
que,  dans  ce  cas,  les  efforts  qui  se  produisent  t 
grandeur  et  en  direction,  se  calculer  par  laStatique  seule;  les  réai'-lions 
des  appuis  sont  donc  entièrement  connues  aussi  bien  que  les  autres 


Kig.  Î79 

,  H,  C  peuvent,  en 


forces  extérieures  appliquées  aux  solides  AB,  BC,  et  les  formules  don- 
nées précédemment  s'appliquent  sans  difficulté  (').  La  même  remarque 
est  évidemment  applicable  aux  dispositifs  de  la  figure  280  qui  jouissent 
de  la  même  propriété  et  dans  lesquels  il  y  a  encastrement  en  D,  et  arti- 
culation en  A,  B,  C. 


(1)  On  Torrâ  plas  t»ri  ce  qa'il  eonrienl  de  fsire  (S  190)  quand  calta  conditioQ  n'ait  pu  rempli». 

(2)  Let  wlldBsde  WBMi«>onl,comae  onto  > oit,  d'un  cslcul  plus  faeilB  et  plu»  artr  ;  ils  n'eïi- 
grjil  mcnn  réglage  et  lea  efforts  qui  s'eiertent  aut  «rlieulatiom  no  sodI  pas  modiflés  par  une  tiria- 
tlon  do  lemp^ralure  ;  en  reYanche  il»  sont  Sflnsibleœeal  plui  difonnablaa  que  eeni  qui  ne  lont  pu 
artiealit  et  l'eSat  dei  Tibrations  est  plus  i  craindra  pour  eux. 


s  IH 


^  imt.  —  Cas  où  le  rayon  de  courbure  n'est  pas  très  ^rand 
relativement  à.  la  hauteur  des  sections  transversales. 

Supposons  mainlenanL  que  la  hauU-ui'  des  diverses  sections  transver- 
sales du  solide  considéré  ne  soil  pas  très  faible  relativement  au  rayon 
de  courbure  de  la  libre  moyenne  (');  dans  les  formules  du  paragraphe  182, 


rand  1 


on  ne  peulplusalorsnéglij^iT 
(S  i8i) 


-  devant  l'unilê.de  sorlequ'il  faut  prendre 


On  en  déduit  ensuite 
T  =  E 


"•(,1-3/îTi 

m- 


et  remarquons  que 


puisque    /  e.diii=-o;  on  a  alors 

(1)  T  =  E.I.D-5:-I(l+,)(i_l) 

W  M  =  E.I'(I  +  o(. 


/l       I\ 


(I)  Bisn  TM  -  nowit  pin»  iJora  nigligetble  d«TBa|  l'uniU.  n. 
mta  Hiuz  faible  pour  qua  les  dimcnaions  transTerailex  ils  1s  pj 
comme  coasUalBa  sans  qu'il  «d  résulls  d'erreur  nolible  ;  an  d'auln 
da  In  coatneUoD  transterMle  i;  (â  ^')' 


r 


Eii  élimiDant  l',  on  en  déduiL  la  relalion  Lrits  siiapie 
(3)  T  =  E.  /.  0  — - 

Ces  deux  dernières  équations  perinelleiil  évidemment  de  déteroiiiier 
l  et  p',  puisque  la  quaiililé 


peut  se  calculer  (analyliquemcnt  uu  graphiquement)  pour  iine  section 
transversale  quelconque  qu'on  connaît.  Le  contour  de  la  fibre  moyenne 
déformée  est  donc  susceptible  niaînlcnant  d'être  tracé  par  les  moyens 
que  nous  avons  indiqués  précédemment.  Si,  pour  celle  opération,  on  a 
recours  à  la  valeur  de  l'angle  dç'  (§  187),  on  remarquera  qu'on  a  alors 

^      p"       p'     " 

ce  qui  donne 

,  ,       .     ,   /_M_   ,        T        ,        M     \  ^ 

et  l'angle  dx  dont  tourne  chaque  élément  par  rapport  à  sa  position  pri- 
mitive est 


ce  qui  donne  pour  la  variation  totale  d'inclinaison  a.^  éprouvée  par  l'un 
des  points  de  la  fibre  moyenne 


"^J  (Ën'+oïrp+Èrîr?)''' 


Quant  à  la  plus  grande  charge  par  millimèlre  carré  H,  on  voil  faci- 
lement qu'elle  est  égale  à 


expression  dont  le  second  membre  ne  renferme  que  des  quantités  connues. 


fil» 
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On  remarquera  combien,  toules  choses  égales  d'ailleurs,  U  augmente 
à  mesure  que  le   rayon  de  courbure  p  diminue. 

Relativement  à  l'effort  tranchant,  nous  n'avons  rien  de  particulier  à 
signaler  et  il  y  aura  lieu  d'en  tenir  compte  dans  tes  cas  qui  ont  été 
indiqués. 

La  détermination  de  la  fibre  neutre  ne  présente  pas  de  difficulté;  il 
suffit  en  effet  d'écrire  qu'un  a 

1  =  0 

c'est-à-dire 


ce  qui  donne 

Les  formules  qui  préci'denl  sont  applicables  au  croc  d'une  grue,  à  la 
fourche  d'une  bielle,  etc.  pièces  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure 
est  assez  faible;  Jl  ne  nous  parait  pas  nécessaire  d'entrer  dans  desexpli- 
cations détaillées  à  ce  sujet.  Nous  ferons  remarquerseulemenl  que,  le  bras 
de  levier  des  forces  en  jeu  étant  faible,  il  importe  essentiellement  lie 
tenir  compte  de  l'effort  tranchant  suivant  lea  principes  que  nous  avons 
exposés  (g  50). 


Dduiièm»  Partie.  —  Les  réactions  des  points  d'appui 
ne  sont  pas  connues. 


i  191.  —  Calcul  des  réactions  des  points  d'appui. 


Sauf  un  certain  nombre  de  ras  assez  limités  (§  isy),  les  réactions  pro- 
duites par  les  points  d'appui  dépendent  des  déformations  éprouvées  par 
le  solide  et  ne  peuvent  pas  s'obtenir  par  la  Statique  seule.  Voici  com- 
ment on  peut  alors  procéder  à  leur  déleruiinalion  qui  est  nécessaire 
pour  le  calcul  des  dimensions  de  la  pièce. 


Fig.  281 

Considérons  d'abord  par  exemple  le  cas  d'une  pièce  courbe  fixée  en 
A  et  B  par  deux  articulations;  la  .Statique  permet  de  calculer  les  com- 
posantes normales  P  et  P'  des  réactions  (en  prenant  les  moments  par 
rapport  a  B  et  A)  ainsi  que  la  difrirena  Q-Q'.  Pour  aUer  plus  loin  il 
■au  avoir  recours  au.x  relations  (i)  et  (2)  du  paragraphe  i88,  qui  don- 
m«t  les  v,„aii„„s  i^,  „  ^j,^  j„  p„.„,  g    ^^^^^^  ,_^  ^^^^^  ^  ^^^  ^^^^ 

»ra»i  bien  que  B,  on  a  comme  données  du  problème  i».  =  o,  ij,  =„ 
oe  sorte  que  les  deui  équations  de  condition 


^'iiiiiues.  Q  ou  Q' et  la  variation  d'inclinaison  a. 


le  en  A;  oD  peut  dooc  aiasi  obtenir  Q  (t  ù 
~\.  «D  graDdvur  vl  en  directioD,  les  tanet 


AT' 
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t  de  la  dùrormation  d'un  solide  courbe  se  fera  au  moyen  des  procédés 
[uenous  avons  indiqués;  on  se  trouve  seulement  conduttâ  la  délermi- 
tstîon  d'intégrales  parfois  très  compliquées.  C'est  pour  simplifier  l'en- 
mble  de  ces  recherches  qu'il  a  élé  établi,  notamment  par  Bresse,  des 
bbleaux  donnant  les  résultats  numériques  des  formules  dans  un  nombre 
s  assez  grand  de  pièces  courbes,  de  façon  à  dispenser  de  calculs 
lags  el  fastidieux  et  à  permettre  d'arriver  assez  rapidement  à  une 
ailution  pratique. 

i  Comme  il  importe  essentiellement  de  le  remarquer,  les  méthodes  que 

tous  avons  exposées  supposent  qu'on  se  donne  préalablement  la  l'orme 

t  les  dimensions  du  solide  courbe  ;  elles  permettent  donc   seulement 

i  vérifier  que  les  données  ainsi  choisies  d'une  façon  plus  ou  moins 

nureuse  ne  conduisent  pas  â  des  charges  ou  à  des  flèches  exagérées, 

a  n'est  par  conséquent  que  par  une  série  plus  ou  moins  longue  de 

Btonnemenis  qu'on  peut  arriver  à  trouver  la  pièce  courbe  qui  satisfait 

Eune  manière  convenable  aux  conditions  qu'on  s'est  préalablement 

mosées. 


|193.  —  Importance  et  avantages  des  réactions  des  appuis 
dans  les  solides  coarbes. 

I  Gomme  on  le  comprend  sans  peine,  les  composantes  Q  et  Q'  dirigées 

dvant  la  droite  qui  joint  les  points  d'appui  ont  pour  effet  de  donner 

â  moments  fléchissants  qui  agissent  dans  un  sens  contraire  à 

bi  des  forces  extérieures  el  qui  diminuent  ainsi  la  fatigue  du  solide: 

t  ta  un  avantage  considérable  que  présentent  les  pièces  courbes  par 

tort  aux  poutres  droites  el  qui  leur  permet  de  franchir,  sans  sup- 

t  Ïnlermêdiair0,de8  portées  plus  grandes  ('}. 


1,1's  réat)l|(iii8  i-vrcéiw  |mr  les  points  d'apjml  augtticnlciil  évidi-m" 
muni,  Kmtwfl  i:boB*«  flgales  iCfiHIniiivt,  tTl  mtmo  t(.>mps  t\w  les  défor- 


ill  te  poumll  hdlemuil  ■nnular  rttlttuM  Au  limm  0  tl  0'  «  blunl  rfi;»*»-  l'a»  d 


ist^ment   cp  qui  ( 

M  Aï     lin     nTicnipri'  ' 
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malions  auxquelles  ceux-ci  s'opposenl;  c'est  là  precist 
explique  cefail  siiijjulicr  si^'nalé  par  Bresse  â  savoir  que.  en  au^en- 
lanl  la  hauleur  de  la  seclion  Iraiisversale  fie  certains  ares  et  par  suile 
le  momenl  d'inerlie  I  (loul  en  conservant  la  surface  û  conslanlel,  on 
puisse  cependant  diminuer  leur  solidité,  c'esl  -à-dire  la  charge  maximum 
qu'ils  sont  en  état  de  porter  dans  de  bonnes  conditions.  On  voit  par  !à 
combien  l'élude  des  solides  courbes  est  délicate  et  quelle  imporlann' 
présentent  les  calculs  qui  servent  h  leur  établissement. 

Dans  le  calcul  des  réactions  des  points  d'appui,  nous  avons  admis 
qu'on  a  ripnureuseraenl  Xx,^o,  Ay,™o,  ^Xi^=o.  ly,=o.  c'est-à-dire 
que  les  appuis  en  question  jouissent  d'une  fixité  absolue.  S'ils  venaicul 
à  céder  d'une  manière  sensible  à  l'action  des  efforts  qui  leur  sont  appli- 
qués, on  comprend  de  suite  que  les  conditions  de  résistance  de  l'an! 
seraient  notablement  modifiées;  c'esl  là  un  détail  qui  a  une  importance 
capitale. 

l'n  autre  point  à  noter  est  ie  suivant  :  sous  l'influence  d'une  variation 
de  température,  la  pièce  courbe  change  de  longueur  el  par  suile 
exerce  sur  ses  appuis  des  rOaelions  susceptibles  de  cbanger  notable- 
ment de  valeur.  Une  remarque  du  même  yenre  est  applicable  au  calai/e 
des  construction»  de  ce  genre;  suivant  la  façon  dont  celui-ci  est  exé- 
cuté, on  obtient  des  résultats  très  dissemblables.  En  raison  de  ces  par- 
ticularilés,  de  la  longueur  et  de  la  difficulté  des  calculs  auxquels  onesl 
conduit,  ainsi  que  des  hypothèses  peu  fondées  auxquelles  on  a  parfois 
recours  dans  un  but  de  simplification,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner 
que  dans  certains  ouvrages  ■  le  calcul  soit  en  plein  désaccord  avef 
l'expérience  (*)  ■-  Il  ne  faudrait  pas  toutefois  s'exagérer  les  inconvé- 
nients que  présentent  sous  ce  rapport  les  pièces  courbes  ;  il  conrieiil 
seulement  de  ne  pas  perdre  de  vue  que,  dans  tous  les  cas  de  ce  genre. 
une  grande  prudence  et  le  sens  pratique  des  choses  sont  nécessaires  à 
qui  veut  éviter  tout  mécompte. 


-  Anneau  circulaire  de  section  constante  sollicite 
pEir  deux  forces  diamétralemeat  opposées. 


Soit  EFGII  l'anneau  considéré  soumis  à  l'action  des  forces  P  ;  nous 
supposons,  comme  toujours  que,  la  limite  d'élasticité  n'étant  atleinlf 
en  aucun  point,  le.s  défunnalions   sont  très  faibles  et  que  les  forces 

(1)  ToîT  la  Traité dei  PonU  mJlalliquei  p>i  I«d  R&uI,  Ioiob  1,  page  M. 


eslérieures  ainsi  que  leurs  bras  de  levier  n'éprouvent,  de  ce  fait,  aucune 
modification  sensible,  ce  qui  esl  légitime  dans  le  cas  actuel  ('). 


Tout  étant  symétrique  par  rapport  aux  diamètres  EG  pI  FH,  les  tan- 
gentes restent  horizontales  en  E  et  G,  et  verticales  en  F  et  H  Coupons 
l'anneau  par  deux  plana  nin,  m'n'  «quidistants  du  centre  et  i: 


quatre  parties  ainsi  obtenues,  comme  l'indique  la  figure  284;  les  forces 
qu'il   faut  ajouter  pour  compenser  l'action  des  portions    enlevées    se 

(t)  S'il  ;  «isit  UD  éUnçOD  allsnt  de  C  en  D,  li  d^ronnilioa  da  ranneau  donnerail  lieu  k  ana 
réaction  de  m  dernier  produiainl  alors  un  eiïet  toul  1  fail  umblable  à  celui  de  deux  points  d'ap- 
poi  C  et  D;  l'hjpalb^  qui  scrl  de  baso  h  nos  culculs  n«  Hnit  plus  alors  admissible  puisqa[<  de 
BOBiellas  forces  extérieures  prendiaient  oaisunea  par  suite  mime  du  plus  petit  cbaagemeot  de 
fonne  du  solide.  Il  en  serait  encore  âiidemmeiit  ds  mSiue  din«  plus  d'une  autn!  circonstaoce.  On 
IraiiBrail  alors  le  probl&meen  écriraat  une  nouTelle  équalioD  de  condiliou  opprimant  que  l«  dis- 
tance CD  rate  inTsrïable,  mais  cela  conduit  ï  de  trte  grandei  eomplicaliona. 


ÎÎM 
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■.vt:**Ti-''it  .ju'  'H  pi'urrait  mettre  des  arlicutalions  en  ces  quatre poinLs 
*j— *  ^T".  c'.  ifr  <in  au.'une  façon  l'équilibre  de  l'anneau. 

lii-:<  îi.M»  j*vt:-.  ti  transversale  quelconque  correspondant  à  l'angle  ;, 
j  ■'■IV'  — ii^—iiM  K  est  c;  190) 


H 


<!.  f*"ir  AT.rJitr*  ^I■-t''.;e3  sont  dans  toute  la  pièce  les  fibres  qui  fati- 
jfî;#::t  ^  ptas.  î!  n"y  i  plus  qu'à  voir  peur  quelle  valeurde  îl'expression 
R  a.ij::ie:1  la  plus  jrr;tr..W  valeur.  On  reconnaît  facilement  que  celle 
^  particularité  se  présente  soil  en  A,  soit  en  D  (')  de 

s>irlp  qu'en  detînitive  il  suffira  de  calculer  R  pour  le> 
«leiix  pi>inls  en  question.  On  aura  soin  d'ailleurs, 
F-  tiien  enlendu.  de  tenir  compte  en  outre  de  l'etTorl 
de  cisaillement  comme  cela  a  été  indiqué  au  para- 
/rraplie  50  el  comme  nous  avons  eu  l'occasion  de  le 
rappeler  à  diverses  reprises. 

.Si  au  lieu  de  deux  forces  seulement,  on  en  a  un 

nombre  quelconque,  respectivement  égales  el  dia- 

.p   moLralemenl    opposées,    on    considérera   l'anneau 

comme  étant  successivement  soumis  à  part  à  l'ac- 

tifin  des  forces  P,  puis  P,  et  ensuite  P, ,  etc.,  aprts 

ijn,.!  il  in'  restera  plus  qu'à  supeiposer  tous  les  effets  séparément  pro- 


n«.  *" 


)  \\'\        Anneau  légèrement  elUptiqne  d'épaisseur  faible 
ut   ooDStante,   soumis    à,  une  pression  extérieure 
uniformément  répartie. 


..il  AUi;i>   l'anneau  en  question   dont  la   fibre  moyenne  est  une 
n>  ,t> nul [ifiur demi-axes  a  et*  {a  étant  peu  différent  de6)C)  elque 


,U  t'*  ««tour  abioliw  da  M  tat  «nethE  Diiilmum  en  A  et  en  D  ptmqaB,  en  eespoiiili.  l'^t"* 

tiam  hiul  U.  u'Mt-k  dlM  ^  •    est  Dut. 

y#)  H.  Iltui  [Mvmp"*  li'ndttt  de  r  Académie  d«i  uiêncet,  i"  Mmestre  1879  p.  997)  itniU 
u  '  iwirtatll  uM  piB  très  faiblp. 
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nous  supposons  soumis  à  des  forces  normales  unifonnément  réparties, 
dirigées  vers  l'inlérieur  el  égales  àp  par  millimètre  courant  du  contour 
de  l'ellipse  ;  nous  ne  considérons  d'ailleurs  que  le 
cas  oii  l'épaisseur  de  l'anneau  est  faible  relative- 
ment à  ses  rayons  de  courbure.  Tout  étant  symé- 
trique par  rapport  au  diamètre  AB,  il  n'y  a  pas 
d'effort  tranchant  appliqué  aux  socLions  transver- 
sales A  A',  RB";  car,  avec  une  force  oblique  telle 
que  F,  il  ne  saurait  y  avoir  symétrie  relativement 
il  AB,  puisque  l'action  de  la  partie  inférieure  sur  la 
portion  supérieure  donne  évidemment  lieu  à  un 
effort  F,  égal  el  directement  opposé  à  F. 

Ceci  posé,  considérons  à  part  le  quart  d'ellipse  CB 
et  appelons  T,,   M,  l'effort  langenliel  el  le  moment 
fléchissanl    qui    sollicitent  la   section  BU'.    Si  l'on 
désigne    par    M    le    moment  fléciiissant   auquel   est    soumis   une   sec- 
tion Iransvereale  quelconque  *?,  on  a,  en  remarquant  que  la  pression 


Fig.  Ï88 


':f 


y«. 


^y 


par  millimètre  courant  p  qui  s'exerce  le  long  de  l'arc  g  h  peut  être  rem- 
placée par  celle  qui  agii'ait  sur  les  droites  gl  et  Ih, 


M  =  p.;/X  iy  +p  ia  -x)  xUa  -  x)-T,  (t  -  ^)  +  K 


Déterminons  T,  et  M,.  Si  l'on  considère  à  cet  effet  la  section  faite  par 
AB,  on  a  évidemment 


■^  7ZL  ~i  >-m:5  en  raison 
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Quant  à  l'effort  langentiel  T  qui  est  appliqué  au  centre  de  gravité  g 
de  la  section  a^,  sa  valeur  absolue  égale  à  p.  a  au  point  h  devient  p.  b 
pour  l'autre  sommet  de  l'ellipse  et,  comme  a  diffère  ^ 

peu  de  ô,  on   peut  prendre  sans    erreur  notable 

T  =\p(a-\-b) 

Fig.290 

Tout  est  donc  connu  pour  une  section  transversale  quelconque  a^etpar 
lite  le  prol)lt-m(.'  iiropdsé  peut  être  cuiisidi-R'  ■■(*mTin'  ivsulu  (au  iiioiiis 
J>rosiiiiatîvenienl),  el  la  vak'Uf  de  la  plus  grande  cliar^'^e  est  donnée, 
B  toujours,  par  la  relation  (§  W*) 


lUie  il  imporli;  de  le  remai'quer,  la  valeur  de  M  qui  eslconsLaminenl 
nulle  pour  a:=^b  (en  supposant  l'épaisseur  de  la  pièce  très  faible)  aug- 
mente rapidement  avec  rexcenlrieité  et  l'on  voit  par  fonséquenl  qu'une 
n&seE  légère  altération  de  forme  d'un  anneau  circulaire  uniformément 
pressé  accroît  notablement  sa  fatigue.  11  est  d'ailleurs  à  peine  besoin 
d'ajouter  que,  suivant  une  remarque  qui  a  été  faite  bien  des  fois,  les 
tf8  de  oet  6  se  rapportent  non  pas  à  l'anneau  primitif,  mais  à  la 
e  dé/orviée  ayant  pris  sa  position  d'équilibre.  Si  l'on  n'est  pas  cer- 
X  que  les  déformations  restent  assez  faibles  pour  ne  pas  modifier 
Iblement  les  résultats  des  calculs,  il  y  a  donc  intérêt  à  déterminer 
Ldânûères  au  moins  d'une  maiiière  approximative,  et  voici  comment 

(Ut  y  arriver  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
ptercbona  à  cet  effet  les  variations  qu'éprouvent  les  demi-axes  aet6. 
,  avec  Ikh  uotQtlonK  du  paragraphe  188  et  en  négligeant  < 
T.  I 


à 


RESISTANCE  des  ENVELOPPES 


-  Enveloppe  cylindrique  de  faible  épaisBenr 
soumise  A,  une  pression  intérieure. 


Nous  allons  étudier  la  résistance  que  présentent  les  enveloppes  à  des 
pressions  s'exerçant  soit  sur  leur  surface  intérieure,  soit  sur  leur  sur- 
face extérieure;  ces  pressions  sont  produites  par  des  liijuiilcs  ou  des  ^az 
et  sont  par  conséquent  normales  en  chaque  point  de  la  [inroi  ;  nous  sup- 
posons d'ailleurs  que  leur  valeur  est  constante  sur  toute  l'élunduc  de 
la  surface  et  que  le  poids  du  fluide  en  jeu  est  négligeable  ainsi  que 
celui  de  l'enveloppe. 


1 


ng.S9£ 

Considérons  d'abord  une  enveloppe  cylindrique  à  profil  circulaire 
dont  l'épaisseur  constante  i  est  faible  et  dont  la  longueur  est  supposêi' 
indéfinie  de  façon  à  ne  pas  avoir  à  tenir  compte,  au  moins  pour  li;  mo- 
ment, de  l'action  exercée  par  les  fonds.  Tout  étant  syniélrique  par  rap- 
port à  chacun  des  diamètres  tels  que  Afi,  il  est  clair  que  le  profil  conserve 


/ 


de  plus,  dans  le  problème  qui  nous  occupe, 

P'  =  P  (1  +  0 

puisque  la  fibre  moyenne  de  rayon  p  se  transforme  en  une  ciiconfércni^e 
de  rayon  p\  t  étant  constant.  On  déduit  de  là 


et  par  conséquentla  charge  de  la  fibre  la  plus  fatiguée  dans  la  serljnii  BB'. 
qui  est  égale  à  (§  184) 

a  pour  valeur  absolue  en  désignant  par  ï  =  2i)  l'épaisseurde  l'enveloppe 

Le  terme  ^  qui  provient  de  M  étant,  par  hypothèse,  iiôyligeiible 
2p 

devant  l'unité,  on  voit  qu'on  peut,  sans  changer  d'une  manière  sensible 

les  conditions  de  résistance  de  la  pièce,  la  supposer  uniquemetiL  snu- 

mise  à  des  efforts  tangentiels  T  de  traction. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  cette  étude,  il  ne  nous  lesle  plus  qu'à 


Fig.  !âi 

calculer  les  efforts  de  traction  auxquels  l'enveloppe  est  souini^i'.  Aiipelnns 
R,  la  charge  à  la  traction  par  millimètre  carré,  qui  se  pruiJuit  dam  le 
sens  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre  ;  si  l'on  cunpe  i'k  der- 
nier par  te  plan  diamétral  AB  et  si  l'on  en  prend  une  tranche  de  Ion- 


à 


gueur  L,  on  a,  en  désignant  parp  la  pression  effoclive  par  millimètre 
carré  exercée  par  le  fluide  sur  la  paroi, 

2  L.  I  X  B,  =  ïf>.  L  Xp 


D  étant  le  diamètre  du  cylindre. 

Si  l'on  considère  maintenant  une  section  faite  perpendiculairement 
aux  génératrices,  la  charge  U,  qui  s'exerce  dans  le  sens  de  ces  dernières 
est  évidemment  donnée  par  la  relation 

S  «.p.  «X  Bi  =  *.  (.*  Xp 

x.p'X  pétant  l'effort  exercé  sur  un  fond  supposé  assez  éloigné  pour 
que  son  existence  n'influe  pas  sur  les  conditions  de  résistance  de  la 
région  considérée.  On  déduit  de  là 


Comme  on  le  voit  et  comme  cela  est  d'ailleurs  évident  a  priori,  la 
charge  R  varie,  autour  d'un  même  point,  suivant  la  direction  qu'on  se 
donne.  Comme  on  le  démontre  dans  la  théorie  mathématique  de  l'éla 
sticité,  c'est  perpendiculairement  aux  génératrices  du  cylindre  que  la 

fatigue  est  la  plus  forte,  et  c'est  d'après  la  relation  K  ^  ^—  qu'il  faut 
par  conséquent  calculer  l'épaisseur  t. 

La  charge  par  millimètre  carré  R,  dans  le  sens  de  la  circonférence 
étant  connue,  on  eu  déduit  immédialemenl  quelle  est  la  nouvelle  valeur 
p'  du  rayon  p;  on  a  en  eflfel 


p'=Mi  +  0=-p(i  +  Ê7û)  =  p(i+|)  = 


2Ë.E 


Remarquons  en  terminant  que,  si  l'on  considèif;  un  carré  de  1  milli- 
mètre de  côté  formant  comme  une  sorte  de  lanière  mm'nn\  découpée 
dans  l'enveloppe,  on  voit  que  celle-ci  est  soumise,  dans  deux  -sens  rec- 
tangulaires, à  des  efforts  de  traction  respeclivemenl  égaux  a  l{,.i  e\ 
R,.  «;  en  outre  elle  est  comprimée  dans  le  sens  de  son  épaisseur  par  la 
force  normale/);  elle  ne  se  trouve  donc  pas  dans  les  mêmes  condiLions 
que  si  elle  était  simplement  sollicitée,  comme  dans  une  épreuve  ordi 
naire  de  traction,  parle  plus  grand  des  deux  efforts  ci-dessus,  R,'t 


—  4S7  —  §  196 

pendant  que  sesfaces  latérales  resteraient  libres.  La  pression  normale;), 
qui  tend  à  opérer  l'écrasement,  a  pour  effet  de  déterminer  des  dilata- 
tions latérales  (g  29)  qui  augmentent  évide]nmeiit  la  fatiguR,  mais  la 


=V^" 


ng.  ^83 

force  de  traction  n,.i  produit  un  résultat  d'un  ordre  inverse  perpendi- 
culairement aux  génératrices,  c'est-à-dire  dans  la  direction  R,,t  où  la 
fatigue  est  maximum  (§  21).  Dans  la  pratique  on  ne  s'éloignera  pas 
beaucoup  de  la  vérité  en  négligeant  l'ensemble  de  ces  deux  derniei's 
effets  et  on  se  bornera  à  pc^arder  le  métal  de  l'enveloppw  comme  étant 
simplement  soumis  à  un  effort  ordinaire  de  (raclion  lt..i  dirigé  perpen- 
diculairement aux  génératrices  du  cylindre. 


S 19C.  —  Enveloppe  cylindrique  de  faible  épaisseur 
soumise  Aune  pression  extérieure. 


Les  calrula  qui  préièdenl  sont  évidemment  applicables  à  une  enveloppe 
cylindrique  de  faible  épaisseur  soumise  à  une  pression  extérieure  uni- 
forme, mais  )e  sens  des  phénomènes  est  renversé:  la  matière  travaille 
par  compression  et  le  moment  fléchissant  qui  sollicite  chaque  section 
transversale  est  extrêmement  faible.  Seulement  l'équilibre  qui,  avec  la 
forme  cylindrique,  était  précédemment  stable  est  maintenant  instable  ;  la 
moindre  déformation  accidentelle,  au  lieu  de  tendre  à  s'effacer,  a  au  con- 
traire des  chances  de  s'accentuer  de  plus  en  plus.  Or  les  défoi-mations  de  ce 
prenne  existent  forcément  soit  par  suite  d'un  léger  vice  de  fabrication,  soit 
en  raison  du  fonctionnement  du  système;  une  certaine  raideur  est  donc 
nécessaire  et,  conmie  celle  que  possède  l'enveloppe  par  elle-même  est 
presque  toujours  insuffisante,  il  ya  lieu  d'avoir  recours  à  des  consolida- 
tions supplémentaires.  Celles-ci  peuvent  consister  simplement  dans  la  pré- 
sence de  doux  fonds  dont  l'influence  ne  saurait  guère  être  chiffrén  rigou- 


91M 
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reusc^ment  par  la  théorie  mai»  qui  est  considérable  (*};  dans  le  cas  d'une 
longu(>ur  un  ppu  yranile.  des  anneaux  au  des  cercles  de  renforcement 
sonl  suuvenl  nécessaires;  i-eux-ci  se  Irouvenl  alors  dans  le  cas  qui  a  été 
Irailéau  paragraphe  194  et  on  donnera  àleursei^lionlransversalo  uumo- 


./^'V/^ 


ment  d'inertie  tel  que.  pour  une  certaine  excenlricilé  prise  arbitrairemenl 
et  plus  ou  moins  heureusement  choisie,  ils  puiBsent  résister  sans  danger 
au  moment  fléchissant  dont  nous  avons  appris  il  calculer  la  valeur.  Par- 
fois aussi  la  raideur  du  système  est  due  à  la  tôle  elle-même  de  l'enve- 
loppe, qui  est  ondulée;  le  moment  d'inertie  de  l'une  des  ondulations  par 
rapport  à  une  droile  menée  par  son  centre  de  gravité  parallèlemeul  aux 
génératrices  du  cylindre  permet  alors  de  comparer,  pour  une  longueur 
donnée  AC.  le  plus  ou  moins  grand  degré  de  sécurité  que  présente  le 
dispositif  adopté. 

Panni  les  nombreuses  formules  empiriques  qui  donnent  la  cbai:^ 
d'écrasement  d'une  enveloppe  cylindrique  en  tOle  non  ondulée  munie 
de  deux  fonds  plats  très  rigides,  nous  citerons  la  suivante  qui  est  due  à 
Love  et  qui  résume  assez  hien  les  espériences  de  Fairbaim  [*). 


p  étant  la  pression  effective  en  kilogrammes  par  centimètre  carré,  qui 
produit  l'écrasement, 

e  l'épaisseur  de  l'enveloppe  en  centimètres, 

l  la  longueur  du  cylindre  en  centimètres, 

d  le  diamètre  inténcur  du  cylindre  en  centimètres. 


1  lie  ruptura  renssïgDeDt.  duu  une  MrlaiMï 
mni^  «Iles  son!  loin  d'étn  toulas  coacordulA* 
sui'ont  d'ailleurt  des  loii  génér^lAineat  ltt« 
1  l'L'msUrlIé  p'«al  pu  altérM  i§  133), 

r  la   Riitistance   de»   mnlMaus  é» 
nr.ourag«1itent,  anolt  1859.  v^  IML 


r 


g  191.  —  Enveloppe  sphériqne  de  faible  épaisseur. 

Le  cas  des  enveloppes  sphériques  se  traite  oxaclemeiit  comme  celui 
des  enveloppes  cylindriques;  l'équilibre,  stable  pour  les  pressions  inté- 
rieures, est  instable  pour  les  autres.  Si  on  coupe  1;»  sphère  par  un  plan 
diamétral  quelconque,  on  a  pour  valeur  de  la  surface  coupée  *.  D.  t  et 

pour  force  de  traction  à  équilibrer  7  it.  D'.p,  D  étant  le  diamètre  de  la 

sphère,  ■  son  épaisseur  et  p  la  pression  efTeclive  par  millimètre  can'é 
exercée  par  le  fluide.  Par  conséquent 


:.  D.i 


Tel  est  l'effort  de  traction  par  millimètre  carré  auquel  est  soumise  la 
matière;  pour  une  même  valeur  de  D,  il  est  inoilié  moindre  que  dans 
le  cas  d'un  cylindre.  11  en  est  de  même  pour  l'augmentation  D'  —  D  de 
diamètre  due  à  la  déformation  ;  011  a  en  effet  évidemment  (§  i95) 

I>'=D(l  +  0=D(l  +  |)=D(l+i:ii) 


%  198.  —  Fonds  des  enveloppes  cylindriques 
de  faible  épidsseur. 


Considérons  une  enveloppe  mince  ayant  la  forme  d'un  cylindre  droit 
»  base  circulaire  et  terminée  par  deux  calottes  liémisphéiiques;  t  et  i, 


étant  tes  épaisseurs  respectives  du  métal  dans  ces  parties,  K's  charges 
par  millimètre  carré  sont  (§  195  et  197) 


J 


§  198  —  «0  — 

et  les  augmentations  de  diamètre  ont  pour  valeur 

Si  donc  »,  ^  I  la  matière  travaille  partout  éiralement  et  les  diamètres. 

égaux  avant  la  déformation,  continuent  à  Cêlre  après,  de  sorte  que  l'en- 
veloppe et  ses  fonds  s'accompagnent  continuellement  sans  se  gêner 
dans  leur  dilatation  ('). 


Fig.  im 

Dans  le  cas  hypothétique  d'une  enveloppe  eL  de  fonds  se  raccordant  à 
angle  vif  comme  dans  la  figure  Si98,  il  cesse  d'en  être  ainsi,  même  quand 
on  établit  entre  les  épaisseurs  •  et  i,  la  relation 


En  effet  l'action  exercée  sur  la  calotte  parle  cylindre  n'est  plus  dirigée 
suivant  la  tangente  T,  comme  dans  le 
cas  d'une  sphère  complète  el  une 
perturbation  semblable  a  lieu  pour 
l'action  inverse.  11  est  juste  d'ailleurs 
d'ajouter  que  la  jonction  des  deus 
parties  doit  se  faire  par  une  petite 
surface  de  raccordemenl.maisle pro- 
blème devient  alors  beaucoup  plus 
Pie-ïaa  '-'        complexée). 

{W  Sieelt«  tgtiilé  dui  1*  dtUlitioD  des  deux  ptrtiet  n'eiistiil  pas,  ces  derniires  réiifinienl 
frldemment  l'itiM  iiir  l'iutra  en  deiuiuit  lieu  k  des  pertorbi  lions  très  compleies. 

(2)  Voir  le»  Complet  Rendiu  dt  l'Acactémie  dti  Sciences,  iluuxièmD  sernsslra  iSTi,  pignl^ 
fNetadeH.  RéMl). 


§  199.  —  Enveloppe  mince  ayant  la  forme  d'un 
cylindre  droit  à  base  elliptique. 

Si  l'on  considère  un  tronçon  d'une  enveloppe  de  ce  genre  supposée 
iniléfinie,  on  se  trouve  ramené  au  cas  de  l'anneau  elliptique  qui  n  été 
traité  au  paragr;iplie  194;  il  se  produit  dans  la  matière  des  moments 
de  flexion  qui  ont  une  valeur  notable  dès  que  l'excenlricité  est  un  peu 
prononcée.  Or  l'enveloppe,  étant  supposée  mince,  ne  présente  pas  la 
rigidité  nécessaire  pour  s'opposer  à  ces  derniers  de  sorte  que,  à  moins 
de  consolidations  spéciales,  il  se  pro  luira  des  déformations  1res 
f^randes  et  celles-ci  ne  prendront  fin  elles-mêmes  que  quand  l'enve- 
loppe sera  parvenin?,  si  c'est  possible,  à  un  équilibre  stable  (à  la  forme 
ciriHilaire  par  exemple,  si  on  a  affaire  à  une  pression  intérieure  unifor- 
mément répartie).  Dans  la  pratique,  ces  grandes  déformations  étan( 
inadmissibles,  on  se  trouve  conduit  à  munir  les  enveloppes  elliptiques 
d'armatures  et  de  tirants  plus  ou  moins  multipliés  et  le  problème  à 
résoudre  pour  calculer  la  résistance  de  cet  ensemble  complexe  se  pré- 
sente alors  sous  unfl  forme  beaucoup  moins  simple,  inaccessiblir  en 
réalité  le  plus  souvent  à  une  détermination  théorique;  il  nous  parait 
donc  inutile  d'insister  plus  longuement  sur  ce  s^jet. 


§  200.  —  Enveloppe  mince  ayant  la  forme  d'an  solide  de 
révolution  et  soumise  &une  pression  Intérleore  ('). 

Imaginons  une  enveloppe  mince  fermée,  obtenue  par  la  révolution 
d'une  courbe  telle  que  MN  autour  de  l'axe  OX  et  supposons-la  soumise 
intérieurement  à  uiio  pression  de  p  kilogrammes  par  millimètre  carré 
uniformément  répailie.  Nous  considérons  l'enveloppe  avec  la  forme 
d'équilibre  qu'eUe  acquiert  après  la  déformation,  et  nous  supposons 
que  son  épaisseur  constante  i  est  assez  faible  pour  que  les  charges 
puissent  être  regardées  comme  y  étant  uniformément  réparties.  Soil 
W  une  portion  infiniment  petite  de  l'enveloppe  limitée  d'une  pari  par 
deux  plans  méridiens  faisant  entre  eux  un  angle  df,  de  l'autre  par  les 

(t)  Ce  ptr*gnphe  bI  la  nWant  sont  «ilnits  d'une  ing^aieuM  et  HTanle  ëlsds  de  H.  Allieilig, 
logénisur  dea  Cooitnictloni  NtialM,  qui  Mt  parrena  k  âlucider  un  point  diliul  tmM  jusqu'ici,  t 
notn  eonuiiuDM  du  moin»,  tant  (olatiOB  Htisbwnte. 


cônes  de  révolulioii  ayaol  pour  bases  les  parallèles  y,  y-\-dy  et  pour 
sommets  les  points  delAdêterniinés  oarles  normales  DK,  IIK,  Appelons 


/ 


Fig.  300 

p  le  rayoD  de  courbure  DK.  de  la  seclioii  méridienne, 

tut  et  tm-i-dtm  les  tensions  suivant  le  méridien  en  D  et  en  H, 

Ip  la  tension  suivant  le  parallèle, 

g  et  q~t-dg  les  efforts  tranchants. 

En  vertu  de  l'égale  répartition  que  nous  venons  d'admettre  pour  les 
forces  élastiques  dans  l'épaisseur  i,  les  forces  Im,  Im-j-dim  et  (^  passent 
toutes,  ainsi  que  p,  par  le  centre  de  gravité  G  de  l'élément  cousidérê. 
En  prenant  les  moments  par  rapport  â  G,  on  a  donc 


c'est-à-dire  que  l'effort  tranchant  peut-être  considéré  comme  nul. 

Ceci  posé,  projetons  toutes  les  forces  en  jeu  d'abord  sur  la  tangente, 
puis  sur  l'axe  de  révolution;  on  a  ainsi 


OU  bien 

m 

puis 


-iU+dtm)   X('/+d</).df.   E+(^Xp.rf«>.lXrf?   X   C091U  = 


p  X  p.  <i".  V.  df  X  coa  u  +  (™  X  !/■  df.  t  X  sin  <«  - 
—  ((■  +  dtm)  X  ('/  +  du),  rfç.  ■  X  ain  («  +  d-)  = 


r 


(S)  p.  ?.  H.  coB  ->.  rf(o  —  i.  d  0/.  t„.  simu)  =  o 

En  remplaçant  dans  la  relation  (2)  p.cosu.dM  par  la  valei 
il  vient 

p.  y.  dy  — t.  diy.tm.  Binio)  =  iJ 

équation  dont  l'intégrale  est 

tf.  («.Bino.=^(;/'+C> 

op. 


gale  dy. 


'-ÏT^.  (■'+?) 


C  étant  une  constante. 

D'autre  part  en  développant  d{y.t„.s,mit)  et  en  remplaçant  d(i/.I,H)piir 
sa  valeur  tirée  de  (1),  l'équation  (2),  peut  s'écrire 

p.p.tf.COBU.du  — E.p.SÏDW.COBU.tp.dn— I.y.  tm.C09C<>.</'"  =  0 


ce  qui  donne,  en  remplaçant  A»  par  la  valeur  obtenue  toul  à  l'iieurc, 


Remarquons  enfin  que,  si  la  courbe  méridienne  MN  a  sa  conravilé 
constannnent  tournée  vers  l'ase  de  révolution,  comme  it^ms  U'  suppu- 
sons,  la  constante  C  est  forcément  nulle  puisque  pour  v/^o  la  valeur 
de  tm  doit  être  tinie.  On  a  donc  en  définitive 


w 

(B) 


<    =    "■  '    (l  _         "       \ 

*"      a,  sinu  V  !îp.  Bmiù  ) 
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Les  équations  (A)  el  (B)  résolvent  le  problème  proposé,  en  donnant. 

en  un  point  quelconque,  les  valeurs  des  tensions  qui  s'exerceni  suivant 

le    méridien   t>t  suivant   le  parallèle. 

Comme  on  le  remarquera,  la  pre- 

^   -^-:>-  mière  d'entre  elles  peut  s'obtenir  ira- 

inédiatement  en  coupanl  l'enveloppe 

'  "  "  \  par  le  cône  de  révolution  DVE  et  en 

■"■'         écrivant  l'équation  de  projecUoa  sur 

le  parallèle. 

L'équation  (B)  conduit  à  celte  con- 
séquence que  si  l'on  a,  en  un  point 
de  la  courbe  méridienne, 


1 


:/■'■• 


Fi|.  Ml 


tp  est  négatif,  c'est-à-dire  que,  dans  la  région  en  question,  l'équilibre 
ne  peut  avoir  lieu  sans  qu'il  se  produise  des  compressions,  au  lieu 
de  tensions,  dans  l'enveloppe  considérée;  op  celle-ci  étant,  par  hypo- 
thèse, supposée  très  mince  est  absolument  impropre  à  résister  à  ce 
genre  d'efforts  et,  dans  la  pratique,  elle  sera  inévilablement  exposée  à 
se  plisser  (').  Des  dispositifs  de  ce  genre  sont  donc  éminemment  dange- 
reux et  il  faut  bien  se  garder  d'en  faire  usage. 


4 .  —  Tore  constitué  par  une  enveloppe  mince 
et  soumis  &  une  pression  intérieure. 


Considérons  un  tore  engendré  par  la  révolution  de  la  circonférence 
ADCD  de  rayon  r  autour  de  l'axe  OX;  nous  le  supposons  constitué  par 


fiB.  302 

il)  C'est  ]itir  pxempto  eo  qui  tmiern  txec  un  tllipsoïJe  soffisammaiit  apbli;  b  êlaal  le  demî-i 
do  réTolutioD,  il  tendra  II  ;  «voir  pliuement  ilniu  la   ToistiiBg«   de  l'iquitiiui  quiad    on   ai 


—  Ufi—  §201 

une  enveloppe  mince  d'épaisseur  t  à  l'intérieur  de  laquelle  un  fluide 
exerce  une  pression  de  p  kilogrammes  par  millimètre  carré.  Appelons  r' 
le  rayon  du  cercle  décrit  par  le  centre  K,  et  «  l'angle  CKM  compté 
de  0°  à  180°  dans  le  sens  de  la  flèche.  Dans  ces  conditions  les  formules 
du  paragraphe  précédent  deviennent,  enremarquant  que  î/=r'+r.sinû., 


^["^r) 


.^^^-^ 


Or  en  aucun  point,  et  en  particulier  pour  <i>=o,  la  tension  tp  i 
peut  être  infinie;  y  étant  égal  à  r"  pour  u=o,  on  a  donc 


ce  qui  donne,  puisque  p 


t^  =  ii^  /l  +  ^- \ 


Le  maximum  de  tm  a  lieu  pour  sin(u= — \,  c'est-à-dire  pour  les  points 
A  et  A'  situés  sur  l'équateur  intérieur;  il  est  égal  à 


et  dépasse  notablement  la  valeur  qui  correspondrait  à  un  tuyau  recti- 

ligne  [c'est-à-dire  ^]  dt!s  que  r'  n'est  pas  grand  comparativement  à  r; 

pour  r'  =  l,bi',  la  fatigue  est  doublée. 

Dans  le  cas  où  on  a  affaire  non  pas  à  un  tore  complet,  mais  à  une 
fraction  de  tore  (c'est-à-dire  à  un  tuyau  coudé)  terminé  par  deux  fonds, 
il  est  facile  de  voir  que,  à  une  certaine  distance  de  ces  derniers,  les 
tensions  de  la  matière  sont  les  mêmes  que  précédemment.  Il  en  est 
encore  de  même  pour  un   tuyau  coudé  AB  dont  les  deux  extrémités^ 
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supposées  ouvertes,  sont  fixées  sur  deux  cloisons  CD,  EK  qui  permel- 
lent  seulemenl  aux  effels  <.[<.•  dilalatîoii  de  la  fibre  moyeTiiie  de  se  pro- 
duire sans  difficulté  ;  mais,  dans  le  ras  où  un  joint  glissant  aurait  élc 


Pig.  303 


ménagé  à  l'une  des  estiémités  H  du  tuyau,  il  n'en  sérail  plus  de  même 
évidemment  et,  à  la  fatigue  produite  par  la   pression  intérieure  p,   il 

faudrait  joindre  celle  qui  résulterait  de  la  force  F^^  7-  ic-  D*.p  précisé- 
ment égale  à  la  pression  précédemment  exercée  par  le  Suide  sur  le 
fond  actuellement  supprimé  au  tuyau.  Cet  effort  F  donne  lieu  à  des 
phénomènes  de  flexion  qui,  en  se  superposant  aux  précédents,  aug- 


mentent la  fatigue  - 


du  parallèle. 


-  Cylindre  A,  parois  épaisses  soumis  à  une  pression 
intérieure. 


Quand  l'épaisseur  des  enveloppes  ne  peut  plus  être  considérée  comme 
très  faible  relativement  à  leur  diamètre,  le  problème  devient  notable- 
ment plus  compliqué  paire  que  l'égalité  des  tensions  â  l'intérieur  et  à 
l'extérieur  ne  saurait  plus  ètro  admise  même  à  titre  approximatif ('} 
{§  193).  Proposons-nous  d'étudier  les  phénomènes  qui  se  produisent 


(1)  Si  cette  égalili  da  lemiona  e[  f,ar  suil«  d'à 
«Mneurei  seraient  ceoi  qui  iugniunl«raient  le  [ili 
suite  du  Tiil  ds  U  dérormvtion;  or  ctl&  eit  inadmi 
Isa  unes  mr  le)  autres  tendent  éTidemmenl  : 


ingements  était  eiacte,  les  rajoDi  des  rriocbei 
et  l'épaisseur  de  l'enretoppe  s'aecniltrail  par 
ibie  puisque  les  couches  aDccessiTei,  pressuit 
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§S02 


alors  dans  le  cas  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  longueur 
indéfinie,  en  supposant,  comme  toujours,  que  l'élasticité  n'est  altérée 
en  aucun  point.  Soient  U  et  D' les  diamètres  intérieur  et  extérieur,  Pet 
P'  les  pressions  en  Itilo^rammes  par  millimètre  carré  qui  s'exercent  en 


Pie.  m 

dedans  et  en  dehors  de  l'enveloppe,  R  et  R,  les  charges  par  millimètre 
carré  que  supporte  l(i  métal  aux  points  A  et  B  perpendiculairement  aux 
génératrices  du  cylindre  (').  Isolons,  par  la  pensée,  un  anneau  CD  CL)' 
dont  les  rayons  aient  pour  valeurs -p  et  p-4-dp  avant  la  déformation. 
Quand  cette  dernière  s'est  produite,  p  est  devenu  évidemment 


,(i+i)=,(i  +  É) 


X  désignant  l'allongement  par  millimètre  courant  produit  sur  la  circon- 
férence ce  par  la  force  tangentielle  t  qui  lui  est  appliquée.  De  même 
e— (-rfp  a  pris  pour  valeur 


(p+dp)   i.+ 


l+àt\ 


de  sorte  que  l'épaisseur  dp  est  maintenant  égale,  à  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  près,  à 


■^■ 


u  piragrtpbe  195  et  idantiqBemaat  poor  la  aéme  nix 
le  tectioD  dùmAnls  qMieonqoe  toile  qw  AB. 
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et  s'est  par  suite  accrue  algébriquement  de 


D'autre  part  un  petit  pnsme  ou  un  petit  cylindre  de  matière  dirigé  sui- 
vant Gl!  de  G  en  H  est  comprimé  â  ses  extrémités  par  des  forces  p  et 
/»+</p('),  de  sorte  qu'il  éprouve,  sur  sa  longueur  d?,  un  raccourcisse- 
ment mesuré  par  (;:  iH) 


c'est-à-dire  un  allongement  algébrique 


Les  deux  expressions  ci-dessus  - 


—  et  —  ^  .rf?  mesurant  la  va- 
leur d'une  seule  et  même  quantité  (la  variation  de  l'épaisseur  CD=d?j 
sont  forcément  égales  et  nous  écrirons  en  conséquence  qu'on  a 


(1)  U+p).dp+p.dl=0 

Exprimons  maintenant  que  les  forces  appliquées  au  demi-anneau  MN 
se  font  équilibre  ;  nous  avons  ainsi,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre, 

2l.dp  +  {p  +  dp).  2(p+dç)~p.2?^a 


m  (.i+p)dp+ç..ip  =  0 

Nous  avons  ainsi  deux  équations  (1)  et  (2)  pour  calculer  les  deux  incon- 
nues R  et  R,  du  problème  do  sorte  que  ce  rlernier  peut  être  considéré 
maintenant  comme  résolu. 


c»iitrlque>  ( 
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En  retranchant  (â)  de  {1).  on  a  en  effet 

dp=dt 

d'où  en  intégrant  de  A  en  B 

(,)  P  —  P'  =  B  —  B, 

En  ajoutant  au  contraire  (1)  et  (i),  il  vient 

2((+p).  rff  +  p.  rfp+p.  </(  =  • 
•2U+p).dp  +  p.d(t+p)  =  o 

d  (I  +  p)  —  _  2  i^ 
'  +P  f 

D'où,  en  intc'grant  de  A  en  B, 

(?)  {R. +  P').  D'  =  {R+P).  D* 


Dea  équations  (*)  et  (^)  on  déduit  facilement 

D        P(l}'  +  I)i)-2  P'.  D'' 

"- ïyi^Tjî 

valeur  plus  petite  que  It. 

Pour  compléter  la  solution  du  piublème,  on  peut  se  proposer  di'  >■; 
ciller  les  valeurs  de  (  et  p  pour  une  couche  quelconque  CC  de  l'iiiv 
loppe  située  à  une  distance  p  du  centre.  11  suffit  à  cet  effet  de  rein.i 
quer  qu'en  intégrant  de  A  en  C  les  deux  équations  différentielles  (i) 
(2)  on  a  évîdemiuent 

(b'J  V  —  p=^  R  — ( 

(?)  {t  +  p).  'h  =  {R  +  ?).!)• 


ce  qui  donne  après  réductions 

-  (P  —  P')-  !''■   U" 
rf*(U"  — U'J 

_  fP— Fj-  D'.  D'- 


P.  D»  -  P'.  D" 
p.  D»  -  P'.  D'J 
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P  étant  plus  grand  que  P'  comme  nous  l'avons  supposé,  l  et  p  vont  en 
diminuant  à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  centre;  c'est  à  l'iiitorieur  de 
l'enveloppe  que  la  fatigue  moléculaire  est  la  plus  forte. 

Des  relations  trouvées  plus  haut  on  déduit  facilement  la  suivante  qu'il, 
y  a  intérêt  à  connaître  : 


i 


v~  V  R  +  2 P'  —  I 


Quant  à  la  tension  r  suivant  les  génératrices  du  cylindre  rien  n'est 
plus  facile  que  de  l'obtenir  en  supposant  que  les  deux  fonds  sont  situés 
l'un  et  l'autre  à  une  dislance  infiniment  grande  de  la  section  transver- 
sale qu'on  considère;  les  efforts  de  traclioii  dans  le  sens  des  arêtes  se 
répartissent  alors  en  effet  d'une  manière  uniforme  dans  l'épaisseur,  de 
sorte  que 

j  «  (D--  -  D')  X  r  =  I  Jt.  Dv  P  -|  r..  D\  1" 

_  P.  1>—  F.  !>'■ 
'■  ~        D"  —  !>■ 

valeur  inférieure  à  K. 

Les  formules  ci-dessus  relatives  aux  enveloppes  épaisses,  ainsi  que 
les  suivantes,  ont  été  données  pour  la  première  fois  par  Lamé  dans  uii 
•  Mémoire  sur  l'équilibre  intérieur  des  corps  solides  homogènes  •  (')  ; 
depuis  lors  des  démonstrations  plus  simples  mais  moins  salisfalsanlcs 
ont  été  proposées  à  diverses  reprises  ('). 


§  iOS.  —  Cylindre  &  parois  épaisses  soumis  à  une  pression 
extérieure. 

Si  c'est  la  pression  extérieure  P'  qui  i;st  la  plus  forte,  les  formules 
précédentes  sont  applicables  ;  seulement  la  traction  se  change  partout 
en  compression,  ce  qui  conduit  à  remplacer  K  par  —  H'  et  on  a  alors 


ZP'.D'»— F.(D'  +  D") 


R' 

R'.  =  B'  +  P 


D        VR'  +P— 2  P' 


(l)  Voir  le  tome  4,  umée  1833,  du  UAmoirea  préienlâs  par  diTcn  sstbdIi  i  l'AcsdémiB   des 
Sci«i)CM,  p*8«465. 
(!)  Voir  CD  ptrlicDliu  1m  AnnaUl  Iniuitritltei,  !«'  semestre  ISTD,  pïgw  340  at  357, 


I 


les  fibres  qui  fatiguent  le  plus  étant  toujours  situées  à  la  paroi  inté- 
rieure et  supportant  une  charge  à  la  compression  de  R'  kilogrammes  par 
millimètre  carré. 


S  204.  —  Sphère  â.  parois  épaisses  soumise  A  une  pression 
intérieure. 

Le  cas  d'une  sphère  à  parois  épaisses  se  traite  exactement  de  la 
même  fîiçon  que  celui  du  cylindre.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  il  est  facile  de  voir  qu'on  est  conduit  aux  relations 


(1) 

(l+r).c(p+f.di-o 

(!) 

m  +  p).  rfp+p.  dp  =  o 

ce  qui  donne 

dp=2dt 

W 

P_F=2(B-E,) 

puis 

il(l-l-p)_      ,d, 
•  +P                 1 

(?) 

(R, +P').  D-  =  (B  +  P).  D- 

et  par  conséquent 

P  (2D'  +  P")  -SP'.  D"' 
2  (D"  —  D') 


P-      .'/      2(R+P) 
TÎ~V2R  +  SF— P 

C'est  à  la  paroi  inlcrieure  que  la  matière  fatigue  le  plus. 


g  âOS.  —  Sphère  à  parois  épaisses  soumise  a  une  pression 
extérieure. 


Comme  dans  le  cas  du  cylindre,  il  suffit,  pour  passer  de  la  pression 
intérieure  a  la  pression  extérieure,   de  changer  H  en  —  R',  ce  qui 


_3  F.  D''-P  fôP'-f  rv) 
2  (D'=  —  11') 


1)     Va R,  +  P— 3  P' 
La  fatigue  maximum  a  toujours  lieu  à  la  paroi  Intérieure. 


§  âoi; .  — -  Conséquences  des  formules  relatives 
aux  enveloppes  épaisses. 

Il  résulte  des  formules  préct'dentes  qu'une  enveloppe,  quelque graiidiî 
que  soit  son  épaisseui',  est  incapable  (sans  que  la  limite  d'élasticilésoil. 
dépassée  en  certains  points)  de  résister  à  des  pressions  qui  altetgnenl 
une  certaine  valeur.  Prenons  par  exemple  le  cas  d'une  enveloppe  cylin- 
drique soumise  à  une  pression  intérieure  ;  on  a  alors  (§  20â) 


=1/b 


R  +  P 


de  sorte  que,  si  P  devient  égal  à  R-|-3P',  U'  est  infini;  en  d'autres 
termes  ou  ne  peut  alleindre  la  pression  en  question  sans  dépasser,  à  la 
paroi  intérieure,  la  limite  d'élasticité.  En  adoplant  K  =  6  kilogrammis 
pour  le  fer  et  K^3  kilogrammes  pour  la  fonte,  cela  correspond,  en  né- 
gligeant P',  à  enviran  600  et  300  atmosphères.  On  a  été  parfois  notable- 
ment au  delà,  surtout  pour  les  presses  hydrauliques,  mais  il  se  pruduil 
alors  des  déformations  permanentes  et  les  phénomènes  deviemient 
beaucoup  plus  complexes. 

Si  la  pression  la  plus  forte  s'exereait  à  l'exlérieur  (j  i03),  la  limite 
ci-dessus  deviendrait 


c'est-à-dire  que,  toutes  choses  égale.s d'ailleurs,  uircylindreépaiarésîsle 
moins  bien  à  une  pression  s'exeri'ant  au  dehors  qu'au  dedans.  Des 
considérations  analogues  sont  applicables  à  la  sphère. 

On  peut,  au  moyen  d'un  artifice  ingénieux,  augmenter  notablementla 
pression  intérieure  à  laquelle  une  enveloppe  est  susceptible  de  résister: 
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rette  pression  maximum  est  en  effel  égale  à  P  =  R-f-2P';  si  donc,  par 
un  moyen  quelconque,  on  donne  une  grande  valeur  à  P",  la  limite  ci- 
dessus  se  trouvera  par  là  même  notablement  reculée.  On  obtient  ce 
résultat  au  moyen  de  freltes  mises  à  cliaud  qui,  en  se  contractant, 
exercent  une  compression  considérable  P'  sur  l'anneau  central  ;  il  faut 
avoir  soin  toutefois  que  cette  valeur  de  P'  ne  fasse  pas,  avant  l'appli- 
cation de  la  pression  intérieure,  travailler  trop  fortement  le  métal  à  la 
compression;  il  est  nécossaire  en  outre  que  la  tension  initiale  des 
frettea,  ajoutée  à  celle  que  leur  communiquera  ultérieurement  la  pres- 
sion intérieure  P,  n'atteigne  pas  une  valeur  trop  élevée.  Pour  rendre  les 
choses  plus  claires,  imaginons  que  ABf.  soit  la  courbe  des  tensions  par 
millimètre  carré  qui  se  produiraient  dans  l'éiiaisseur  d'un  cylindre  lio- 
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mogéne  ne  supportant,  par  hypothèse,  aucun  elTorl  inilial.  Supposons 
maintenantquc  les  couches  extérieures  soient  remplacées  par  des  freltes 
mises  à  chaud,  de  façon  que  les  compressions  et  les  tensions  initiales 
soient  représentées  par  la  courbe  DEF;  il  est  bien  clair  qu'après  Tap- 
plication  de  la  pression  P  les  efforts  définitifs  seront  donnés  par  la 
somme  algébrique  des  ordonnées  correspondantes  des  courbes  ABC, 
DEF.  On  diminuera  donc  la  fatigue  des  couches  internes  aux  dépens 
des  fibres  extérieures  qui  tout  à  l'heure  ne  IrjvaillaienI  pas  assez  et 
par  suite  il  sera  possible  de  se  placer  dans  des  conditions  bien  meil- 
leures. Si  l'on  pouvait  arriver  à  ce  que  la  courbe  ri-sullante  USV  fût 
une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x,  toutes  les  fibres  éprouveraient  alors 
la  même  fatigue  et  la  formule  des  enveloppes  minces  serait  encore 
applicable,  ce  qui  permettrait  de  pousser  la  pressiun  h  iclle  valeur 
qu'on  voudrait. 

En  terminant  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que, 
dans  le  cas  d'une  enveloppe  constituée  par  diverses  couches  super- 
posées, il  y  a  évidemment  intérêt  à  mettre  à  l'intérieur  le  métal  le  plus 
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extensible  (de  la  fonte  par  exemple  ou  de  l'acier  doux)  ;  ce  dernier, 
étant  en  effet  susceptible  de  s'allonger  beaucoup  sous  un  effort  relalî- 
vemenl  modéré,  permet  aux  couches  extérieures  de  travailler  plus 
éiier^i}tiemenl  en  augmentant  ainsi  la  résistance  de  tout  l'ensemble. 
Une  tension  initiale,  donnée  aux  couches  extérieures,  sera  susceptible 
d'ailleurs  dans  ce  cas,  comme  dans  le  ppécédenl,  de  donner  d'excellents 
résultais. 


CHAPITRE     XV 


RÉSISTANCE  DES  PLAQUES 


J 


RESISTANCE    DES    PLAQUES 


%  207.  —  Plaques  circulaires. 

Dans  les  éludes  qui  ont  été  failes  jusqu'ici  au  sujel  de  la  traclion  et 
f   de  la  flexion,  nous  avons  supposé  que  les  dimensions  transversales  des 
j     pièces  ou  des  poutres  considérées  sont  faibles  coniparaUveraent  à  leur 
I      longueur  (§  18  et  42).   Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  les 
formulesoblenuesprécédemmenlne  sont  pas  génépak'»n;nlapplica!jles(') 
I      et  il  faut  avoir  recours  à  la  Théorie  mathématique  de  Vélasiicité  pour  se 
I      rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  quand  on  a,  au  contraire,  affaire  à  des 
corps  dont  la  longueur  et  la  largeur  sont  grandes  comparativement  à  la 
li-oisième   dimension,   c'est-à-dire  à   l'épaisseur.    Malgré  les   savantes 
recherches  qui  ont  été  faites  à  ce  sujet,  le  prolilème  de  la  déformation 
et  de  la  résistance  des  plaques  n'est  pas  encore  résolu  dans  tous  ses 
détails  et  nous  nous  bornerons  à  citer  les  résultats  qui  ont  été  obtenus 
par  les  géomètres  à  la  suite  de  longs  et  laborieux  calculs  (').  Nous  sup- 
posons, dans  ce  paragraphe,  qu'il  s'agit  de  plaques  circulaires  planes 
dont  l'épaisseur,  sans  être  extrêmement  petite,  est   cependant  faible 
relativement  au  diamètre  tout  en  pouvant  lui  être  comparable  ;  les  plaques 
en  question  reposent,  comme  nous  le  dirons  tout  à  l'iieure,  sur  des 
appuis  circulaires  dans  lesquels  elles  peuvent  d'ailleurs  être  encastrées; 
mais  (comme  dans  le  cas  des  poutres  droites)  ceux-ci  sont  supposés  ne 

(1)  En  pMlieulîer  il  eit  ibsolnraent  inadmissiblB  de  cBleolar  1»  résiiUnco  d'un  piilon  de  ejlimli* 
M  «uimiliinl  cbscuno  de  se»  moiliéi  à  une  pièce  enculrfa  Ib  long  d'un  JiamÈire  cl  fléchie  pur  d«» 
farces  unifonoéniBnl  rtparlie»  repréienUnl  [s  pnasion  do  lu  vsiwur  on  du  fluide  en  Jau. 

(î)  Les  formiiipï  qup  nous  donnons  sont  celle*  du  IraiW  de  (Irashof  t  Thforie  der  Elatlicilal 
Htid  Feiliijkeil  .  aprb  aïoir  eu  soin  limWfois  de  prm.lre  le  coeflicionl  de  runlraclion  Ul^rale  ii 
égnl  non  pas  à  -,  ■  mais  1  r  eomnie  l'indique  It  Ih&irie  malhémaliilUB  de  l'ilssliiiti  pour  lo5 
lolidea  iiolropeï  (§  31),  Ces  fonnulos  concordent  bien  du  tctl«  aiec  celles  do  Mathieu  {Théorie 
de  l'élaitieiU  dei  corpj  joIMm)  et  celles  de  CIcbsch  (Théorie  de  Vélaflicilé  det  corps  iulidei. 
Iraduils  p»f  d«  Stint-ïenaat)  nal,  pour  cm  dernitn»,  nn  terme  complémentaire  de  maindre 
imporlanec. 


i 


•«•T 


*  .'  .  • 


,     •     •'.'»••..•♦        »•!     "_    r    '.*-■     V..'*11i*'Z 


'.•z  l>n  à  des  réactions  normales 


#    ^  *,-  * 


•< 


,j .»   î-  ',--  --'  .*->  u-::frenlieLs  sollicitant  ces  d*»r- 


I.  •  *'  f  *  *  •  r    .0-  \ 


*     *  »•* 


!    -.*  *•  \*  ;'>L 


**'/*^^  '*«   '  y*  i  *    *•  >    *\4* 


i  I  i  j/.i  -^i  ■,♦  >   ;  :»  •**•  *'  ^ofu'cnte  ;*-  la  plaque,  en  miUiniètres, 

f  ï*t  f,i  '  },«'  f/);*»  "  i.'f,  'i\  *    (-  y:*-: A.  ♦ri  inillimèlres, 

fê  )<i  pM  -i^;'/!!  h'fnsihjs  ii:..f  •rTij»-rii*'ijl  répartie  qui  lui  est  ap;'!:pr^. 

ru  J" il'»/i,irnriM'»»  p;<r  |jj,ij'rij»-lr'-  r;irré, 

l(#  Im  (  Imi^*'  uuirani  U  rayon  k  laquelle  la  matière  esl  s««TirL:>^  i  :::-- 

iIIhIiiim'i'  ./•  ilu  r«'ii(n«, 

M»  In  vUiiv^i*  ftfifiM  le  H^ns  perpendiculaire  au  rayon  et  dans  J*  pci 
th*  iti  filatfui^  Il  |;i  iiKMiK*  distance  x  du  centre. 

(li'N  !'liiirK«'H  \\r  ri  \{y  sont  celles  qui  sont  dues  aux  mr-iErrî- flfixi*- 
hUiiU  nniM'  It'N  poiiilH  .silués  k  la  surface  de  la  plaque,  c>>i-fr-i:>  i£  :»l 
lo  l«»limh»  (ih»  tniclion  ou  de  compression)  est  maîàmuiL.  \yi*.\i'*'  îli 
rfloil»^  il. Mh  liants,  qui  soiil  loin  dVtre  nuls»  nous  rj:»i:>  ij:r>:j^':i r  > 
\\\'\\  ilouuor  los  \:ilours  parce  qu*on  peut  les  laisser  ir  c  i^*-  ::îiiîr  a 

I    /\,\*N^  1  i»>  »#ujïfY  appuyée  sur  son  pourtour  et  po^ic^u  unt  r/<a-;r 

ffe  p  kilogrammes  j^r  w*.    .m"*n  r/7-~--. 
On  a  d;i!is  ce  c<*s 


1^    -L_n 


*^ 


^  <*v 


S 


t  -:. 


y.,  =  :!^.l  :il^_.j^ 


>    - 


•     .%   '«^ 


•,,  ••  >*  ••!,■«■••€» 
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Pour  r,=o  la  fatigue  tievïpnt  infini)'  Pl  l'on  voil  jiar  roiiséquent  que, 
dans  ce  cas  comme  dans  les  sutvanls.  il  yauniiilérèL  capital  à  ce  qu'mie 
charge  centrale  soit  répartie  sur  un  cercle  ou  sur  une  circonférencs 
dont  le  rayon  ne  soit  pas  trop  polit.  Comme  nous  le  verrons  tout  s 
l'heure  et  comme  cela  est  d'ailleurs  évident,  la  même  précaution  esl 
indispensable  pour  un  support  servant  d'appui  central. 

4°  Plaque  circulaire  encastrée  s^ir  son  pourtour  et  chargée  en  soi 
centre  d'un  poids  P. 
Avec  les  mêmes  notations  que  dans  le  l'as  précédent,  on  a 

.         45      P.  r' 


Le  maximum  de  Kr,qui  est  le  plus  grand  des  deux,  a  lieu  pour  *=r, 
et  si  l'on  pose,  comme  tout  à  l'heure,  • 


P-'    7'    il    i    à      '      '       ■ 
K'  =    1,0     ].:!     1,5 

5°  Plaque  circulaire  encastrée  sur  son  pourtour,  soutenue  en  so« 
centre  et  chargée  dep  kilogrammes  par  millimètre  carré. 

La  force  qu'il  faut  appliquer  au  centre 
■■Z-    ?"•!''  empêcher  ce  point  de  se  déplacer 
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7"  Plaque  annulaire  encastrée  à  son  pourtour  intérieur  ete.rtérieMr  ei 
chargée  de  p  kilogrammes  par  milHmèlre  cajrê. 
Si  l'on  pose 


m 


.logn- 
'-4«'.1l 


Fig.  311 
Celle  expression  esl  maximum  pour  a;=r„cL  a  alors  pour  valeur 

Les  diverses  valeurs  de  K^pouraî^r,  el  a'=r  soiil  d'ailleurs  dounées 
dans  le  tableau  suivant  : 

n  =  0,.l        0,2        0,3        0,4        U,5 
poirxi=r„R^=0,81      0.49      0,32      U,21      0,14  X '-^ 
pottr»  =  r    R,=  0,SO      0.25      0,20      0,15      0,11  X  ^^ 

§  208.  —  Flaques  rectangulaires  (Formules  de  Grrasbofj. 


Le  problème  de  la  résistance  des  plaques  rectangulaires  est  plus  com- 
pliqué encore  que  pour  celles  de  forme  circulaire  el  il  n'a  pas  encore 
reçu  de  solution  satisfaisante.  Voici  les  résultats  déduits  des  formules 
de  Grasliof  {'). 

1°  Plaque  rectangulaire  encastrée  sur  son  pourtour  et  portant  une 
charge  de  p  kilogrammes  par  millimètre  carré. 

On  a  au  centre  K 


f  = 


82'  al  +  fil"  E.: 


(  [)  Ouxnge  déjà  cité  «a  S  307 .  Pour  les  plaquei  rwUogulaires  les  rarmalea  de  Grashor  loat 
loia  At  préteat«r  la  mime  devrt  de  rigutar  qu«  Iw  précédeutn. 


et  pour  charges,  en  ce  iiiériie  point,  suivant  KX  el  KY 


Rr=, 


(a'  +  6') 


Le  maximum  de  fatigue  a  lieu  au 
point  K  dans  le  sens  du  plus  petit 
côté,  avec  la  valeur  donnée  ci-dessus 
pour  Uy  ('). 

Dans  le  cas  particulier  oii  a^=h 


f= 


64  K.  £• 


2"  Plaque  portant  une  charge  de  p  kilogrammes  par  millimètre  r 
et  soutenue  en  des  points  disposés  suivant  des  carrés  de  côté  a. 

En  appelant  f  la  flèclio  i^ui  se  produit  au 
centre  de  chaque  can-é  el  K  la  charge  en  ce 
point,  c'est-à-dire  là  où  elle  est  maximum, 


§  209.  —Plaques  rectangulaires  (Formules  de  Navierj. 


Navier  a  traité  le  problème  desplaquesrectangulaires  en  supposai  ii  qix' 
l'épaisseur  de  ces  dernières  est  extrêmement  petite;  les  formules  "bio- 
nues par  ce  géomètre  se  présentent  sous  la  forme  de  séries  très  luii' 
vergentes  dont  on  peut,  dans  la  pratique,  ne  conserver  que  le  pivmiui 
terme,  comme  nous  allons  le  faire  (*)■ 


les  formulfis  ci-dauiu,  od  lombe  (comme  cela  dsTaîI  en  tttet  :a 
0  poutre  «nculrie  i.  ms  deux  eitrémiUa  el  uairormémfrDl  lI 


(Il  En  taisaDl  a  iallui  (I>ds 
sur  les  formules  nlalives  k  u 
t§  80). 

(3)  Vnir  li>  Réeumé  des  letoiif  iloDoéei  à  l'Ecole  des  PodIs  et  Chauuéei,  pnmiiro  |>: 
deailème  édition,  pnge  411.  On  pourra  coniulUr  tussi  Is  Théorie  de  l'iiatticiti  des  c 
soiides  par  Clebuh  et  de  Saiiil-Vcaanl,  page  740  et  la  néiislance  det  matériaux  par  Fluu 
pi^e  5*1. 
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1°  Plaque  rectangulaire  simplement  appuyée  sur  son  pourtour  e(  portant 

une  charge  de  p  kilogrammes  par  millimétré  catTé. 

La  flèche  au  centre  de  la  plaque  et  la  fali^'iie  niaxiniiiiii  qui  se  produit 
en  ce  point  onl  appoximalîveinriit  pour  valeurs,  a  élaiil  supposé  plus 
grand  que  b, 

fi.)**    E.£' 


=  0,19  r 


R=0,92 


a',  t' 


2*  Plaque  rectangulaire  simplement  appuyée  sur  son  pourtour  et  chargée 
à  sa  partie  centrale  d'un  poids  !'. 
On  a  dans  ce  cas  pour  valeurs  a[>])i'o\iuialivcs  de  /'(.■Ide  K 


Comme  le  monli-ent  les  foniiulL-s  de  ce  paragraphe  et  du  précêdenl,  la 
fatigue  U  d'une  plaque  rectangulaire  est,  pour  une  même  valeur  de  la 
charge  totale  Poup.fl.é,  indépendante  des  dimensions  de  la  plaque;  elle 

esl  seulement  fonclioii  du  rapport  ret  de  l'épaisseur  a,  L'ue  remarqiii- 

analogue  a  déjà  été  faite  pour  les  plaques  circulaires. 


CHAPITRE    XVI 


RÉSISTANCE  DES  CORPS 
SOUMIS  i  DES  ACTIONS  DYNAMIQUES 


i 


RESISTANCE   DES  CORPS 

soumis  à  des  actions  dynamiques 


S  âlu.  —  Cas  de  la  traction  et  de  la  compression. 


Comme  nous  l'avons  déjà  dit  à  plusieurs  reprises,  les  corps  onl  àrésisler 
non  seulemenl  à  des  efforts  slaliqucs,  mais  encore  à  des  actions  dyna- 
miques (5  13).  Nous  nous  sommes  longuement  étendu  sur  ce  sujet  à  pro- 
pos de  la  traction  ;  des  considérations  analogues  sont  évidemment  appli- 
cables à  la  compression,  de  sorte  qu'il  ne  nous  reste  plus  à  parler  que  de 
ce  qui  est  relatif  à  la  flexion  et  à  la  torsion.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
nous  supposerons  qu'il  n'ya  pas  de  choc  local  (§  14)  et  que  l'ébranlement 
produit  en  un  point  du  corps  se  transmet  assez  vile  dans  toute  sa  masse 
pour  que  les  parties  les  plus  éloignées  y  prennent  part  et  concourent 
efficacement  à  éteindre  la  force  vivo  du  coi-ps  choquant  {').  Nous  admet- 
trons en  outre  que  la  limite  d'élasticité  n'est  dépassée  en  aucun  point, 
comme  cela  a  lieu  pour  les  ressorts,  de  sorte  que  la  même  quantité  de 
foi-ce  vive  puisse  être  indéfiniment  éteinte  un  nombre  quelconque  de  fois 
(glK);  dans  ces  conditions  les  petits  effets  restent,  comme  on  le  sait, 
proportionnels  aux  causes  elle  principe  de  la  superposition  des  petites 
déformations  (§  7)  fait  voir  que,  dans  la  limite  en  question,  les  petits 
déplacements  moléculaires  et  par  conséquent  les  allongements,  les  com- 
pressions, les  flèches  et  les  angles  de  torsion  sont  proportiormels  aux 
forces  qui  les  produisent. 

Le  cas  de  la  traction  ayant  été  étudié  en  détail,  nous  nous  bornerons 
à  rappeler  quu,  si  l'on  considère  une  tige  de  section  constante  Q  et  de 
longueur  L  soumise  à  chaque  instant  à  un  effort  de  traction  précisément 
égal  à  celui  qui  est  nécessaire  pour  produire  l'allongement  existant  à  ce 


1  ton 


on  le  sait,  ce  eu  ME  e«lui  où  le  eDr|ia  choquant  k  om  bible  viUue  et  u 
eonsidëralile  rclativemeiità  celle  du  corps  ehoquj. 


''  n 


■•-    ^■••■■'■•■'^*W»ela,„p„j,p,,^, 


*"■"■'•  P""J»nl  la  iraclion. 

,  ,    .r     ".     ^"'"'•PO"'-™"  méiueraifu,,!. 
•     —  .  '.     ..","■■,'""'"'  '"■'  ''*"'''  ";  on  te,,  p.r 
■         -  ■    .;"""f*'-  <:■''•"  li  une  reioarqu,  ,, 

■     ^  >: vlic-able  a  ce  qui  va  suivre. 

■  - t'w"  ''^J'.'.'  t  °  "'"ÎMilé  libre,  àuiK 

lui  peut  Olre  éleinj     """'""'f  "" 

■r'ivnu'  ""''""■  '''■puis /■=(,, u      ■■ 

•l">«-lU-lK.urun  _     ^..>    .*'«""  "me  s„b,e„i 
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ia  fl-':!,'-  /"a  UM*  \a!'-'ir  plu*  ltïiIi le q;«^  î.r---^j-:,.::.-:.!  i*  *.rî-'ï'j'a*'ii' 
li»  «ijc'/iiibrfiii'-iit  cl  u!i  (•"i'i-  «."inir--*  ■.■:i  e-t  fr:;  &.r-.Lr^  !'.T*<-'rN-r 
ut[';  f'if-'-  \iM-  [l'.'i-  rijîi-M.nit:*-;  cV-l  îa  u:i  [>  ::.l  qui  >  ri»-  -i»-;*  nitri- 
ti'.nii'-  'i;  !;>.,  Ii:i:iv  'Jiii'itif  <-;is  ii:(rl:.-ii::.-r.  la  ■i'-u-r::ii:.a'..o  a:;a;î1>rK 


<m  jfni[i!ii'|ii'-  -le  l-i  fl'-'d"  /  [c-nii'-llr.i  il*.- 


r  liiitri-r,:^  \  Vx.éf 


->l  ii''-<-'':->a;ri*  f|i-  l'oiiii; 


■  i». 


■.^s..„.lr.  l.>  pr> 


an-  fj:  II"'. 


li'>iis|inVi''li-rilt^.supp''S-j;!5qm"iii'U.'< 
ayiiijs  afT:iirt'  à  une  Lilue  tnait^aiiv 
irt'|i;iissi.'iir  OdiislMiiU'  b  el  p.irculi^ 
quciil  dV'-jîilo  K'>islaine  '  \  MI, 
li^'.  iW));  la  fl.'i-li.'  f  pn-luile  par 
une*  foire    iioriiialf   P    a    [x-ur  valeur 


Fig.  316 
fX  par  roiist-qiienl 


.  6  r.  L' 


E   «-y 


Or  on  a  pour  la  seclîoii  d'entaslremenl 
R.  I      _    , 


co  (lui  donne 


fvxti/= 


R.  L- 


"12  E" 


■  CE 


V  (h'siKiiîiiil  h'  voliKno  3  ff.  L  X  6  lie  la  barri*  cl  H  lu  char^^c  par  luilii- 

uiéln-  ram''  à  ln(pn'll('  Iravaillc  la  inaliôre.  S'il  s'U]Lril  d'acier  Irenipé,  on 
lient  pri'iidn'  apiinisiinalivcincul  (§  27) 
\  K  ^27000         R  =110ki!. 


^.-.«ii^ 
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de  sorte  que,  pour  V  =  1  millimèire  cube,  les  unités  adoptées  étant  le 
kilogramme  et  le  millimètre,  on  a 


/px4^=iXe-3i^=0kg.-/-07 


7»'  8 
Avec  rggj?  d'acior  trempé  on  peut  donc  emmagasiner  par  la  flexion  un 

nombre  de  kilogrammes-millimètres  égal  à  environ  0,07,  soit  9  kilogram- 
mètres  par  kilogramme  d'acier  (*).  Tel  est  en  effet  à  peu  près  le  chiffre 
admis  dans  la  pratique.  Si,  au  lieu  d'une  lame  triangulaire  d'égale  résis- 
tance, on  faisait  usage  d'une  barre  rectangulaire  d'épaisseur  constante, 
on  ne  pourrait  compter,  comme  nous  venons  de  le  voir  à  Tinstant,  que 

R* 

sur  V.  Tçr^  ,  c'est-à-dire  sur  3  kilogrammètres  seulement. 


§  213.  —  Cas  de  la  flexion  (lames  planes  superposées). 

Considérons  plusieurs  lames  planes  encastrées  dans  un  même  support 
et  superposées  comme  l'indique  la  figure  317,  tout  en  pouvant  glisser 
librement  les  unes  sur  les  autres  ;  chacune  d'elles,  à  section  transversale 


rectangulaire,  a  une  épaisseur  constante,  mais  sa  largeur  peut  varier 
suivant  une  loi  quelconque  et  leur  ensemble  est  soumis  à  une  force  nor- 
male P.  Dans  ces  conditions  les  diverses  lames  vont  se  courber  et  nous 

Ri 
[\)  ÂT6C  une  barre  soumise  à  la  traction  on  anrait  un   chiffre  sensiblement  plus  éleyé,  V.  j^ 

Rs 
aa  lieu  de  V.  -^  (§  210),  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  étonner,  car  toutes  les  molécules  traTaillent 

alors  à  la  charge  maximum  admissible  R  ;  mais  un  dispositif  de  ce  genre  employé  comme  ressort 
pour  éteindre  de  la  force  vive  aurait  le  très  graTe  inconvénient  d'être  peu  extensible  (à  moins 
d'avoir  une  longueur  pratiquement  inadmissible)  et  il  ne  produirait  son  effet  qu'en  exerçant  des 
efforts  considérables  et  dangereux  sur  le  corps  choquant.  La  flexibilité  est  une  qualité  essentielle 
d'un  ressort;  c'est  en  général  l'une  des  données  du  problème,  donnée  qu'on  ne  peut  modifier  que 
dans  certaines  limites. 


*',"»•     *  /-  X  v>*  *'i-  -^it  •!•*;.•  '  -^  •*  21.1  lj: -un  .L^  t^  Z^fi^X  ilâr 
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I. 

=  , 

f- 

E'. 

r 

=  w' 

f 

E-. 

r 

t 
>lc... 

•  •  • 

— .    ffi 

r>'o{i  i»n  ajoutant 


—  +  —-'!- =m  +  m'+ =P(L  — ip; 


_  E.  I-f  E\r  + 

^  "^  P  (L  -  x) 

(u|tiu(l()n  qui  (lonno  p  dont  la  valeur  varie  avec  a?. 

p  iMmit  conuu,  on  en  déduit  m,  wi',  m",....  (c'est-à-dire  la  façon  dont  le 
nu>nuMU  total  se  répartit  entre  les  diverses  pièces)  ainsi  que  la  valeur 

Il  -■:  •  •  •  do  la  fali^mo  maximum  qui  se  produit  dans  chacune  d'elles.  On 
|uuU  é>:«'«'i»^'nl  déterminer,  pour  chaque  valeur  de  P,  la  flèche  /  relative 
nu  pottU  C  iS  S8)  et  calculer  par  consiHiuonl  Tinlêgrale  Tp  x  «Vq^  fait 

ootuuiUr\^  In  dtMui-force  susceptible  d'être  absorbée, 

Lo  prx^^lèino  qui  notis  occupe  étant  ainsi  résolu,  voyons  maintenant 
oonuuout  los  choses  doivonl  étrt^  disjvséos  pi>ur  qu  on  se  trouve  dans 
tos  moUlourw^  ooiulilivnis  ^v^ssi^îes:  il  t  a  éxidemmenl  intérêt  à  ce  que 
U  oîu^ï>^^  iMr  ur;î>::uotr\-  oaw  K  soit  îa  môme  pour  toutes  les  lames 
a^n^i  une  moîue  stvtion  trAusvt-r^V.e  fcr.  Sii  Ion  supiv.>se  E  =  E'  = 

v^>st^'.ï;re  uuuïe  ivaUtr>^  i\ir:ous.  i^  rc',ai:oTi  R  =  ^''r2ioalre  que  r 


—  478  -  S  212 

figure  318;  le  momenl  fléchissant  total  P  (L  —  j;)  se  répartit  alors  entre 
elles  proportionnellement  à  leurs  largeurs  et  elles  se  comportent  évideni- 
zceat  de  la  même  façon  que  si,  au  lieu  d'être  superposées,  elles  étaient 


m 


V\%.  318 

juxtaposées  les  unes  aux  autres  dans  un  même  plan  horizontal  en  faisant 
corps  entre  elles  comme  une  pièce  unique. 

En  second  lieu  il  y  a  intérêt  aussi  à  ce  que,  d'une  extrémité  à  l'autre 
de  chaque  lame,  R  soit  constant  pour  chaque  valeur  de  P  et  par  suite  il 
doit  en  être  de  même  de  p  puisque  H  ^  — ^  ;  en  d'autres  termes  la  cour- 
bure due  à  la  flexion  doit  s'opérer  suivant  un  arc  de  cercle.  En  vertu  de 
la  relation 


.  E.  (I  +  I-  +  ■ 


..) 


E  X  55. *■  (a +  <!■  +  .....) 


P.  (L  -  •) 


cette  condition  est  remplie  quand  on  a 
a  +a'  +  a"+ 


c'est-à-dire  quand  la  somme  des  largeurs  des  pièces  superposées  est 


proportionnelle  à  la  distance  h—x;  AA'C  étant  un  triangle  quelconque 


1212 
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(le  hauteur  L,  les  sommes  en  question  seront  données  par  les  longueurs 
DD',  D,  D/,....  interceptées  par  des  parallèles  à  la  base  AA'  et  on  retombe 
ainsi  sur  la  barre  triangulaire  d'égale  épaisseur  et  d'égale  résistance 
dont  il  a  été  question  au  paragraphe  précédent  (fig.  316)  ;  on  voit  seule- 
ment que,  pour  diminuer  l'encombrement,  il  y  a  lieu  de  découper  le 
triangle  AA'Cion  bandes,  de  même  largeur  par  exemple,  qu'on  empilera 


::-c 


If 


F- 


.    -  V 


/  ■ 


N«3 


>; 


T5^ 


C 


NH^ 


C 


Fig.  320 

les  unes  au-dessus  des  auti*es  comme  l'indique  la  figure  3:20,  les  deux 
demi-bandes  do  même  numéro  faisant  d'ailleurs  corps  entre  elles  et  se 
terminant  en  triangle.  Les  formules  relatives  à  ce  dispositif  se  déduisent 
immédiatement  de  celles  qui  ont  été  obtenues  précédemment;  on  a  en 
effet  pour  la  fatigue  R  éprouvée  par  la  matière 


R.I 


=  P.L 


ou  bien  (fig.  319) 


1 


RXgXAA'X*»  =  P.L 


ce  qui  donne»  en  appelant  a  la  largeur  6H  de  chaque  lame  et  n  leur 

nombre, 

6  P.  L 


R  = 


n.a.  b* 


On  voit  égaleuHMU  de  suite  qu'on  a 


E.  6 


p  = 


EJ 
2R 


r 
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formules  qui  donneiit  les  divers  renseignements  dont  on  a  besoin  pour 
calculer  un  sysième  de  ce  genre,  et  dans  lesquelles  V  représente,  comme 
tout  à  t'iieui-o,  le  volume  total  du  corps. 

Dans  la  pratique  on  n'emploie  pas  généralement  la  solution  des  extré- 
niités  triangulaires  telles  que  JCK  et  chaque  lame  affecte  alors  la  forme 
li'un  rectangle  (fig.  321);  l'ensemble  ainsi  constitué  se  comporte  alors 
comme  le  ferait  la  lame  plane  à  adents  AA'MC  et  il  en  résulte  évidem- 
ment un  surcroît  inutile  et  par  conséquent  fâcheux  de  résistance  prove- 
nant de  l'exislenci'  des  petits  triangles  supplémentaires  A;  aussi,  pour 


c 

;c" 

u 

^—H 
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compenser  ce  défaul,  prend-on  souvenl,  la  précaution  d'amincir  l'élire- 
mile  de  chacune  des  Urnes.  Quel  que  soi  1  le  parti  adopté,  on  comprend 
d'alUeur»  lacilemenl  que  les  formules  du  cas  précédenl  soni  encore 
applicables,  au  moins  à  lilre  approché  ;  nous  ferons  remarquer  seukmenl 
que  la  première  d'entre  elles 


se  met  quelquefois  sous  une  forme  un  peu  différente  :  en  d«;?œuii  pt- 


§214 
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de  voir  que  sa  valeur  (pour  de  faibles  déformations)  est  sensiblement 
égale  à  f  i--  Xdf^  ce  qui  donne  pour  la  demi-force  vive  susceptible 

d'être  absorbée 

M  .,  ..     L.  I    R' 


r^M^  ..     L.  I    R« 


Ces  formules  donnent  tous  les  renseignements  dont  on  a  besoin.  Dans 
le  cas  particulier  d'une  section  rectangulaire  ayant  pour  côtés  a  et  ô, 
ces  relations  deviennent 


R  = 


/  = 


6M 
a,  h 

R.L» 


P  ■"   2R 


/2^Xrf/=L.a.5.i| 


=  V. 


6Ë 


Ce  sont  les  mêmes  que  pour  la  lame  triangulaire  d'épaisseur  uniforme 
et  il  fallait  d'ailleurs  évidemment  s*y  attendre  puisque,  dans  les  deux 
cas,  on  a  affaire  à  des  corps  ayant  des  sections  transversales  de  même 
forme  (rectangulaire),  et  constitués  Tun  et  Tautre  en  solides  d'ég-ale 
résistance  travaillant  à  la  môme  charge  H  ('). 

Le  cas  théorique  que  nous  venons  d'exa- 
miner se  rencontre  dans  la  pratique  à  pro- 
pos des  ressorts  spiraux  ou  des  ressorts 
hélicoïdaux  formés  de  lames  à  section  rec- 
tangulaire  ou  circulaire  et  soumis  à  un 
moment  fléchissant  M  =  P  X  D  qui  peut 
être  considéré  comme  constant  pour  cha- 
cune des  sections  transversales  ;  la  solution 
du  problème  est  donnée  par  les  formules 
ci-dessus  dans  lesquelles  L  représente  la  Ion- 
gueur  du  ressort  développé,  puisque  les  effets  produits  sur  les  différentes 
parties  des  spires  s'ajoutent  évidemment  entre  eux. 


r-—    D 


Fig.  3il 


(1)  Pour  une  section  circulaire  (et  non  pas  rectangulaire)  on  aurait  V.  ^  au  lieu  de  V.  -?-^ 
pour  valeur  du  travail  absorbé. 
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§215.  —  Cas  de  la  torsion  (tige  circulaire  droite). 


Considérons  une  barre  circulaire  droite  de  longueur  L  et  de  diamètre 
d,  encastrée  à  une  extrémité  et  soumise  à  un  couple  de  torsion.  En 
supposant  toujours  que  la  limite  d'élasticité  n'est  dépassée  en  aucun 
point,  on  a  la  relation  (§  89) 

82    M'.  L 

6  étant  l'angle  de  torsion  produit  par  le  moment  M'.  Quant  au  travail 
développé  par  la  torsion,  c'est-à-dire  à  la  demi-force  \1ve  susceptible 
d'être  absorbée  par  la  déformation,  il  est  égal  à 

®«  M»    SX    ^A  -   ^-    Q*'    ^*    A  t 


/;.„.x«=î--. 


0,  étant  la  valeur  maximum  considérée  comme  admissible  pour  l'angle 
de  torsion  ;  or  on  a  vu  (§  90)  que  cet  angle  0,  a  pour  expression 

et  par  suite 

/l  Q'    I  R"'« 

M  '  X  rfO  =  i  >i .  rf« .  L  X  ^  =  V  X  ro ' 

V  désignant  le  volume  de  la  tige  cylindrique,  R'"  la  charge  maximum 
par  millimètre  carré  admissible  pour  la  torsion  et  G'  le  coefficient  d'éla- 
sticité correspondant  ;  leurs  valeurs  numériques  ont  été  données  au 
paragraphe  99  pour  les  principaux  corps  employés  dans  les  construc- 
tions (•). 

Si  la  tige  était  creuse,  au  lieu  d'être  pleine,  on  aurait,  comme  il  est 
facile  de  le  voir 


/M'xde=v.(i  -g)xfÇ 


(1)  Si  Ton  prend  R"'  =  .  R  et  G'  =  ?  E  comme  cela  a  lieu  approximatÎTement  (§  99^  od  a 

/2  R*  /«Ri 

M*  X  dj  =  V  X  ï  -^  tandis  que,  pour  la  flexion,  on  arail  seulement  J  P  x  d/'= V  x  «-«* 

On  peut  donc,  par  la  torsion,  emmagasiner  beaucoup  plus  de  kilogrammèlres  dans  1  kilogramme 
iFacier  qu'en  ayant  recours  aux  ph^fnomènea  de  flexion. 


-  BéttArjrtA  d«  toniem  esroolés  a  tectiam  circaUlre}- 


C.r.  A'.  *-■(  1'--^  r.'.V  ; 


r^_-^  a  M  lAse  et  avii.t  s._^i  eitréoiité  supé- 
.-::,;  a-  r^:.lre  f.,ar  y  rç-^iev^-r  u.'iecbarKfP 
-î--*;  :i_,.5  *";-^^<'M,i  d'ailleurs  que  la  por- 
r  î.  •;■:.-«  -ije  pr-u  ou  p-jlat  iiiSuencée  par  la 
fi-iion-  fi  esl  ^ien  cUiir  que,  dans 
rpi  cori'litîijds.  la  partii.*  supêrieurp 
t,  et  par  consZ-queQt  l'estrémité  A 
de  riiélii-e,  va  s'abaisser  d'une  cer- 
laine  quantité  A  en  obéissant  à  l'ac- 
tion de  la  force  P,  et  les  choses  se 
passeront  sensiblement  comme  si 
un  bras  de  levier  horizontal  AC, 
tournant  d'un  angle  fl,,  imprimanl 
au  fil  AKS  une  certaines  torsion: 
seulement,  le  point  A  descendaiil 
lui-même  de  la  quantité  A^r.  8,,  le 
levier  AC  reprend  une  position  ho- 
rizontale A,  C,.  Comme  on  le  voil 
d'ailleurs  facilement,  les  diffé- 
rentes sections  normales  du  SI 
spiral  SA  sont  toutes  aoumises  au 
même  moment  de  torsion  Pxr,  de 
sorte  qu'on  se  trouve  dans  le  cas 
étudié  au  paragraphe  précédcnl, 
celui  d'un  fil  cylindrique  de  dia- 
mètre d  et  de  longueur  L  (L  èlanl 
iiiil  de  l'hélice)  et  la  demi-force  vive  suscep- 
léfurmation  du  système  est  égale  à 


■  .lyant,  ainsi  que  G",  la  même  sii^îiSrtt:  :: 
)ii:int  à  l'effort  maximum  P  auq\:e!  il  fj-'- 
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soumettre  le  ressort  pour  le  faire  travailler  à  la  charge  R"*,  il  est  donné 
par  les  formules  générales  de  la  torsion  (§  90) 

D'où 

Enfin  la  fièche  correspondante  h  du  ressort  est  donnée  par  la  relation 


A=sr.  6| 


et  comme  (§  90) 


•    • 


ainsi  que 


^      16.  P.  r 
*  ""  K.  G'.d» 


on  en  déduit 


*  -"r"-   G^ 


Cette  formule  se  met  souvent  sous  une  autre  forme  :  si  l'on  appelle  n 
le  nombre  des  spires,  on  a 

L  =2  «.  r  Xn 
D'où 

4  k.  n.r*    R"* 


A  = 


d  G' 


Ces  diverses  relations  donnent  tous  les  renseignements  dont  on  a 
besoin  pour  l'établissement  d'un  ressort  de  ce  genre;  il  est  à  peine 
besoin  d'sgouter  qu'elles  s'appliquent  tout  aussi  bien  au  cas  où  la 
force  P,  au  lieu  d'être  de  compression  comme  sur  la  figure  325,  agit  au 
contraire  par  traction. 


31 


i  i-- 


de  torston  enroulés 
à  sectit»  Boa  eircnlalre). 


:i-r  ;i^  :rv-^:-e.  i.,iî  avons  supposé  que  la  section 
f-i-.  ^^  r-r->:  re::^  f:T:2^,  qui  est  d'elle  résistance, 
-_  r. !.-■.;-;  >  r_.--,ii  p-i'Ur  la  torsion;  mais,  dans  la 
:•■;■  »is--i  >. ^'-l!  d"a-!res  lyjvs  de  sections,  par 
-Lr'^;^'ç  L,:'f:e  que  r.-.'us  avyi-' '-"  ■  ■, 

•z.ri  !■?  rv<-.  .  i-"^  *i:.s  ir^-ullé  le 
.r»;  ::.  _s  a'.  .1.5  »a  en  eîfl  ■§  C61  „„ 

i  i-4— rL.-  f  :-;:3:.te,  les  fi>rmules  qui  donnent  l'une 
*,  lî^Te  1»  f  ;■.  j-;e  nisiinium  R"  de  la  matière  sont 


G".  *    û* 


Ee;  te:A::;  i-^f_^fï;;rr 
».-ri:e  »u.x  Lri-.iu.i  -ie  i^ 

Au  :r::voa  it^  i^ux  '..r. 


n-imérl r-i ?s  dont  les  valeurs  sont  connues 
i.r.t-\V:;a:it  et  ont  êlé  données  an  para- 
:iî  r.  .TT'^TV  de  seolions. 
les  f:-it^>as.  l'élude  qui  rient  dèlre  faite 


ï  i;*."'  peut  ê'.re  reprise  s^r-s  difSruIlé  et  on  arrive  ainsi  immédiale- 
ci;:i!  juïrelil::r-s  suivantes  qui-i^nneal  la  solution  du  problême  actuel 
et  diiis  ie^u^:  ies  d;fr=re:iles  lettres  ont  la  même  signification  que  tout 
à  Ihoure  : 


f  W.dis 


le  Tolonie  du  rassort,  Û  sa  section  transversale  et  J  le  momeal 
de  celle  dernière  autour  de  son  centre  de  gravité. 


'it 
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g  218^  _  Mouvement  oscillatoire  d'un  poids  suspendu  & 

rextrémité  d'une  tige  élastique. 


I 


Soit  AB  une  tige  verticale  prismatique  de  section  constante,  fixée  à 
son  extrémité  supérieure  A;  un  poids  P  qu'on  laisse  tomber  du  point  C, 
descend  sans  frottement  le  long  de  la  tige  et  vient  heurter  en  B  un  petit 
platf>£U  ou  un  ressaut  quelconque  qui  fait  corps  avec  celle-ci  et  sur 
lequel  il  est  supposé  venir  se  fixer  d'une  manière  invariable  de  façon  à 
ne  pouvoir  s'en  séparer.  Quand  le  poids  arrive  en  B  avec  une  vitesse 
yllg7h,  il  se  produit  un  choc  dans  lequel  interviennent  les  valeurs  rela- 
tives des  masses  et  la  tige  s'allonge  en  dévelop- 
pant im  certain  travail  moléculaire.  Poiu»  simpli- 
fier le  problème,  nous  supposerons  que  la  masse 
de  la  tige  AB  est  nulle  ou  du  moins  infiniment  pe- 
tite par  rapport  à  celle  du  corps  choquant  et  nous 
admettrons  en  outre,  comme  toujours,  que  l'éla- 
sticité n'est  altérée  en  aucun  point.  Dans  ces  con- 
ditions l'ébranlement  communiqué  à  l'extrémité 
B  peut  être  considéré  comme   se  transmettant 
instantanément    dans   toute  la    tige  dont  tout 
l'ensemble  concourt  ainsi  efficacement  à  éteindre 
la  force  vive  du  poids  P. 

Traçons  la  ligne  BK  dont  les  ordonnées  repré- 
sentent les  tensions  qui  sont  développées  dans  la 
barre  AB  par  ses  allongements  pris  comme  ab- 
scisses, et  soit  AD  la  longueur  qu'aurait  la  tige 
sous  l'action  du  poids  P  agissant  sans  vitesse; 
on  a  évidemment  P=DD'.  Dans  sa  chute  le  poids 
augmente  de  vitesse  jusqu'en  D  puisque  la  force 
motrice  P  est  alors  supérieure  à  la  résistance 
présentée  par  la  tige  ;  le  mouvement  devient  ensuite  retardé  et  il  y  a 
arrêt  en  M  par  exemple.  A  partir  de  ce  moment  la  barre  tend  à  re- 
prendre la  longueur  AD,  de  sorte  qu'elle  remonte  avec  le  poids  P, 
dépasse  le  point  D  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  et  remonte  jusqu'en 
M'  où  se  produit  un  second  arrêt  suivi  d'une  nouvelle  descente  et  ainsi 
de  suite. 
La  loi  de  ces  phénomènes  est  facile  à  étudier  :  soit  en  effet  S  un 


M 


Fig.  326 


5  218  —  484  — 

point  quelconque  du  parcours;  la  force  motrice  est  SU  =  P  et  la  force 

X 

retardatrice  SS'=Px-t-;  Féquation  du  mouvement  est  donc 


ou,  en  prenant  pour  origine  des  abscisses  le  point  D  au  lieu  de  B, 


df  "       V 


Cest  réquation  du  mouvement  d'un  pendule  ayant  une  longueur  /, 

P.L 

c'est-à-dire  -g^  ,  û  étant  la  section  de  la  barre.  Le  problème  proposé 

est  donc  résolu. 

dz 
En  intégrant  Téquation  précédente,  ce  qui  se  fait  en  posant  -^  =t», 

on  obtient 

9.  c?r  =  — Y  z.dz 


V  étant  la  vitesse  du  point  B  pour  Tabscisse  z\  cette  équation  résulte 
d'ailleurs  immédiatement  de  l'application  du  théorème  des  forces  vives. 

Pour  déterminer  les  points  d'arrêt  M  et  M',  il  suffit  de  faire  v:=zo  dans 
la  relation  ci-dessus,  ce  qui  donne 

DM  =  DM'  =  v^/{2A+0 

L'allongement  maximum  BM  a  par  conséquent  pour  valeur 

BM  =  /  +  v^zl2T=n) 

tandis  que  le  raccourcissement  BM'  est  égal  à 

BM'  =  ^TJ^h  +  T)    —  l 
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Comme  on  le  voit,  rallongement  maximum  éprouvé   par  la  tige, 

/-hV7(2Â+/),  est  très  notablement  supérieur  à  /;  même  pour  ^=o,  on 
a  BM=2^;  ce  cas  est  celui  où  le  poids  P  placé  sans  vitesse  sur  le  pla- 
teau B  est  brusquement  abandonné  à  lui-même.  On  comprend  par  là 
quelle  importance  considérable  ont,  au  point  de  vue  de  la  solidité  d'une 
construction,  les  forces  vives  qu'il  s'agit  d'éteindre. 

Au  lieu  de  supposer  le  poids  P  invariablement  fixé  au  plateau  B  et 
faisant  corps  avec  lui,  on  pourrait  supposer  qu'il  repose  simplement  sur 
celui-ci.  Les  phénomènes  de  la  descente  se  passeraient  alors  de   la 

'-r^  manière  que  tout  à  l'heure,  ainsi  que  ceux  de  la  montée  jusqu*.  i 
y  '   I  '•'       '"  ce  moment  la  tige  AB  (étant  supposée  avoir  u    • 

'..în.'   L    .    .••  nous  l'avons  dit)  s'arrêtera  brusquement  puisq^.. 
le  poiusi  ;*.  j     .  i    js  exercer  sur  elle  de  compression;  ce  dernier,  étant 

animé  d'une  vitesse  >lig.hy  remontera  donc  jusqu'en  C  pour  retomber 
ensuite  et  donner  lieu  indéfiniment  à  la  même  série  de  phéno- 
mènes. 

Des  considérations  et  des  calculs  analogues  sont  applicables  au  cas  d'une 
barre  ou  d'une  tige  qui  est  soumise  à  un  choc  la  faisant  travailler  soit 
par  flexion,  soit  par  torsion. 


%  219.  —  Vibrations  des  tiges  ou  des  poutres,  dans  le  ca 
où  Ton  tient  compte  de  la  masse  du  corps  choq[ué. 


Dans  l'étude  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  corps  choquant 
a  une  masse  infiniment  grande  par  rapport  à  celle  de  la  barre  choquée  ; 
op  il  s'en  faut  de  beaucoup  que,  dans  la  pratique,  les  choses  se  pas?»'  . 
de  cette  façon.  Le  problème  à  résoudre  devient  alors  beaucoup  p'  -  • 
plexe  :  l'ébranlement  communiqué  au  point  touché  ne  se  t**  •  j     * 

alors  instantanément  dans  toute  la  masse,  en  outre  il  :•  .   ..    .aw 

d'admettre  que  les  réactions  élastiques  de  la  ba^  .    .        i^^mes  à 

l'état  de  mouvement  qu'à  l'état   statique  :   "  u       a  enfin   de 

tenir  compte  des  vibrations  secondaires  ^    •    j^.usent  aux  vibra- 

tions principales  et  doivent  avoir  une  influe  j^réciable.  Eu  égard  à 

la  complexité  de  la  question  qui  n'a  pas  encore  reçu  d'ailleurs  de 
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solution  complète,  nous  nous  bornerons  à  renvoyer  aux  savantes  recher- 
ches de  de  Saint-Venant  et  à  celles  de  M.  Boassiiieaq  ;  on  les  trouvera 
exposées  dans  la  Théorie  de  l'élasticité  des  corps  sohdes  par  Clebseb 
et  de  Saint-Venant  ainsi  que  dans  le  Traité  de  Résistance  des  Haté- 
Jiaux  de  11.  Flamant,  page  588  et  suivantes. 


w 


Puit,—  InpHncfia  E.  BERNARD  «t  C*  71,  Rug  L«  Coodaniae. 
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